






























Prof. Dražen Adamović, PhD
Zagreb, 2019
Zahvala
Dugujem osobitu zahvalnost svom mentoru, prof. dr. sc. Drazˇenu Adamovic´u koji mi je
pruzˇio priliku za rad u znanstvenom okruzˇenju i prihvatio se mentorstva u procesu izrade
ove doktorske disertacije. Zahvalna sam mu na usmjeravanju i velikoj podrsˇci, svakom
ohrabrenju i strucˇnom savjetu, razumijevanju i iskazanom strpljenju.
Zˇelim izraziti veliku zahvalnost svojim roditeljima, za svu njihovu pozˇrtvovnost, ra-
zumijevanje i ohrabrivanje tijekom cijelog mog sˇkolovanja i rada na disertaciji.
i
Ana Kontrec je na doktorskom studiju financirana sredstvima Hrvatske zaklade za znanost
projekta 2634 ”Algebarske i kombinatorne metode u teoriji verteks algebri”. Takoder, ova
disertacija je djelomicˇno izradena sredstvima ”QuantiXLie - Znanstvenog centra izvrsnosti
za kvantne i kompleksne sustave te reprezentacije Liejevih algebri”, projekta sufinanci-
ranog od Vlade Republike Hrvatske i Europske unije, iz Europskog fonda za regionalni
razvoj - Operativni program Kompetitivnost i kohezija (KK.01.1.1.01.0004).
ii
Sazˇetak
U disertaciji proucˇavamo neke iracionalne W-algebre i njihove reprezentacije. Glavni pri-
mjer koji istrazˇujemo je prosta Bershadsky-Polyakov verteks algebra Wk(= Wk(sl3, fθ)),
tj. minimalna afina W-algebra pridruzˇena sl3. T. Arakawa je dokazao u cˇlanku [9] da
je Wk racionalna ako je k polucijeli broj vec´i od −3/2. Mi proucˇavamo slucˇajeve kad je
Wk iracionalna, te klasificiramoWk–module za neke k. Klasifikacija ireducibilnih modula
koristi Zhuovu teoriju i formule za singularne vektore. Istaknimo da je Zhuova algebra
realizirana kao kvocijent Smithove algebre iz [44]. Klasifikacija ireducibilnih jakih mo-
dula za algebru Wk (tj. modula s konacˇno-dimenzionalnim tezˇinskim potprostorima za
operator L(0)) je zato povezana s klasifikacijom konacˇno-dimenzionalnih reprezentacija
Smithove algebre.
U slucˇaju k = −5/3 pokazujemo da jeWk realizirana kao verteks podalgebra Weylove
verteks algebre. Dokazujemo da tada Wk ima tocˇno 6 ireducibilnih jakih modula. U
slucˇaju k = −9/4, Wk je vazˇan primjer logaritamske verteks algebre. Klasificiramo jake
Wk module za k = −9/4 i dokazujemo da Wk ima tocˇno 3 ireducibilna jaka modula. Da
bi pokazali da jeWk iracionalna, konstruiramo neprebrojivu familiju tezˇinskih modula za
Wk izvan kategorije O.
Konstruiramo familiju singularnih vektora koja generalizira Arakawine formule za sin-
gularne vektore za k polucijeli broj iz [9]. U slucˇajevima k = −1 i k = 0 klasificiramo
sve module u kategoriji O. U slucˇaju k = 0, dajemo eksplicitnu realizaciju verteks alge-
bre Wk i njenih modula kao odredene iracionalne podalgebre verteks algebri pridruzˇenih
resˇetkama. Takoder proucˇavamo algebru Wk u slucˇaju kad je k cijeli broj vec´i od −1.
Kljucˇne rijecˇi: verteks algebre, afineW–algebre, Bershadsky-Polaykov algebra, Smit-
hova algebra, Zhuova algebra
iii
Summary
In this thesis we study certain irrational W–algebras and their representations. Main
example that we investigate is the simple Bershadsky-Polyakov vertex algebra Wk(=
Wk(sl3, fθ)), i.e. the minimal affine W–algebra associated to sl3. T. Arakawa proved in
[9] that Wk is rational if k is a half integer greater that −3/2. We study cases where Wk
is irrational, and classify Wk–modules for certain k. Main tools that we use to classify
irreducible modules are Zhu’s theory and formulas for singular vectors. Zhu algebra is
realized as a quotient of the Smith algebra from [44]. Classification of irreducible strong
modules forWk (i.e. modules with finite dimensional weight subspaces for the the operator
L(0)) is hence connected to the classification of finite dimensional representations of the
Smith algebra.
In the case k = −5
3
, we show that Wk is realized as a vertex subalgebra of the Weyl
vertex algebra. We prove that in this case Wk has exactly 6 irreducible strong modules.
In the case k = −9
4
, Wk is an important example of a logarithmic vertex algebra. We
classify strong Wk–modules for k = −9/4 and prove that Wk has exactly 3 irreducible
strong modules. In order to show that Wk is irrational, we construct an uncountable
family of weight modules for Wk outside of category O.
We construct a family of singular vectors which generalizes Arakawa’s formulas for
singular vectors for k half integer from [9]. For k = −1 and k = 0 we classify all modules
in the category O. In the case k = 0, we give an explicit realization of the vertex algebra
Wk and its modules as certain irrational subalgebras of lattice VOAs. We also study the
algebra Wk when k is an integer greater that −1.
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Verteks algebre i algebre verteks operatora potjecˇu iz konformne teorije polja i teorije
struna, gdje su proucˇavane kao matematicˇke formulacije tzv. kiralnih algebri ([13]). Ak-
siomatska teorija je razvijena u radovima R. Borcherdsa ([16]) te I. Frenkel, J. Lepowsky,
A. Meurman ([26]). Sustavni pregled teorije se mozˇe nac´i u monografijama J. Lepow-
sky, H. Li ([42]); E. Frenkel, D. Ben-Zvi ([27]); V. Kac ([31]). Jedan od bitnih primjera
verteks algebri su W-algebre, koje su zadnjih godina predmet intenzivnog znanstvenog
istrazˇivanja.
V. Kac, S.S. Roan i M. Wakimoto su u [32] definirali W-algebre Wk(g, f) pridruzˇene
prostoj Liejevoj algebri g, proizvoljnom kompleksnom broju k, i proizvoljnom nilpotentom
elementu f pomoc´u tzv. kvantne Drinfeld-Sokolovljeve redukcije. U slucˇaju kada je f = fθ
korijenski vektor pridruzˇen maksimalnom korijenu θ, poznati su generatori i λ-zagrade za
W-algebre Wk(g, fθ) pridruzˇenih minimalnim gradacijama ([33], [6]), sˇto ih cˇini mnogo
laksˇima za proucˇavanje. Bitan rezultat o strukturi minimalnih afinihW-algebri je sljedec´i
teorem iz [33]: verteks algebra Wk(g, fθ) je strogo generirana vektorima
• G{u}, u ∈ g− 1
2
, konformne tezˇine 3
2
• J{a}, a ∈ g\, konformne tezˇine 1




− 6k + h∨ − 4.
Zanimljivo je da su ovim posebnim slucˇajem pokrivene mnoge bitne verteks algebre.
Na primjer, za g = sl2 dobivamo Virasorovu verteks algebru, dok za g = sl3 dobivamo
Bershadsky-Polyakov verteks algebru Wk(sl3, fθ).
U disertaciji c´emo se fokusirati na neke iracionalneW-algebre i njihove reprezentacije.
Glavni primjer koji istrazˇujemo je prosta Bershadsky-Polyakov verteks algebra Wk(=
1
Wk(sl3, fθ), koja je originalno definirana u cˇlancima A. M. Polyakova i M. Bershadskog
([15], [43]) pomoc´u generatora i relacija. Ta se algebra mozˇe dobiti redukcijom i izomorfna
je minimalnoj afinoj W-algebri Wk(g, fθ) za g = sl3 ([32], [33], [12]).
T. Arakawa je dokazao u cˇlanku [9] da je Wk racionalna ako je k polucijeli broj vec´i
od −3/2 (tj. ima konacˇno mnogo ireducibilnih modula i svaki konacˇno generirani modul
je potpuno reducibilan). Mi proucˇavamo slucˇajeve kad jeWk iracionalna, te klasificiramo
Wk–module za neke k.
Opc´enito, moduli najvec´e tezˇine zaWk(g, fθ) mogu se konstruirati primjenom kvantne
redukcije na module najvec´e tezˇine za gˆ nivoa k. Za klasifikaciju ireducibilnih modula
koristimo Zhuovu teoriju i formule za singularne vektore.
Pomoc´u Zhuove korespondencije, klasifikacija ireducibilnih reprezentacija najvec´e tezˇine
od Wk se svodi na odredivanje reprezentacija najvec´e tezˇine od pripadne Zhuove algebre.
Pokazat c´emo da je Zhuova algebra pridruzˇena Wk realizirana kao kvocijent Smithove
algebre iz [44]. Smithova algebra je originalno definirana kao asocijativna algebra R(f)
parametrizirana polinomom f(x) ∈ C[x], takva da generatori {A,B,H} zadovoljavaju
sljedec´e relacije:
HA− AH = A, HB −BH = −B, AB −BA = f(H).
U [44] su definirani pojmovi poput modula najvec´e tezˇine i kategorije O za R(f)-module.
Kao jedan od glavnih rezultata je pokazano da za odredene polinome f , R(f) ima slicˇna
svojstva kao U(sl2).
Mi prosˇirujemo originalnu definiciju Smithove algebre na asocijativne algebre R(g)
gdje je g polinom u dvije varijable (cf. Definicija 5.2.1 u Poglavlju 5):
Definicija 5.2.1. Neka je g(x, y) ∈ C[x, y] proizvoljni polinom. Asocijativna algebra
R(g) Smithovog tipa je generirana sa {E,F,X, Y } takvim da je Y centralni element i
vrijede sljedec´e relacije:
XE − EX = E, XF − FX = −F, EF − FE = g(X, Y ).
Pokazat c´emo da vrijedi (cf. Propozicija 5.2.2 u Poglavlju 5):
Propozicija 5.2.2. Zhuova algebra A(Wk) je kvocijent Smithove algebre R(g) za
g(x, y) = −(3x2 − (2k + 3)x− (k + 3)y).
Klasifikacija ireducibilnih jakih modula za algebru Wk (tj. modula s konacˇnodimenzi-
onalnim tezˇinskim potprostorima za operator L(0)) je zato povezana s klasifikacijom
konacˇnodimenzionalnih reprezentacija Smithove algebre.
2
U literaturi je proucˇavana veza Smithove algebre i Zhuove algebre A(V ) pridruzˇene
odredenim verteks algebrama V u kontekstu teorije reprezentacija verteks algebri. Osim
cˇlanka ([9]), gdje je Zhuova algebra pridruzˇena Bershadsky-Polyakov algebriWk povezana
sa Smithovom algebrom, takoder je pokazano da poluprosti kvocijenti Smithove algebre
daju Zhuovu algebru za verteks algebre pridruzˇene parnim pozitivno definitnim resˇetkama
ranga jedan ([19]).
U disertaciji c´emo se posebno baviti analizom Bershadsky-Polyakov algebreWk i njenih
modula na odredenim nivoima. Nivoi k = −5/3 i k = −9/4 su prvi primjeri dopustivih
nivoa. Kazˇemo da je kompleksni broj k dopustiv za ŝl3 ako i samo ako vrijedi k +
3 = p/q, gdje su p i q relativno prosti cijeli brojevi, p ≥ 3. Tada Vk(sl3) ima konacˇno
mnogo ireducibilnih reprezentacija u kategoriji O (cf. [10]). U univerzalnoj afinoj verteks
algebri V k(sl3) je maksimalni podmodul generiran jednim singularnim vektorom, koji se
kvantnom redukcijom sˇalje u singularni vektor u Wk(sl3).
Opc´enito, formule za singularni vektor su izrazito komplicirane i ne mogu se izraziti u
PBW bazi. Zato c´emo proucˇavati slucˇajeve gdje je to moguc´e.
U slucˇaju k = −5/3 realiziramo Bershadsky-Polyakov algebru Wk kao verteks po-
dalgebru Weylove verteks algebre. Prvo pokazujemo da se za k = −5/3 prosta verteks
algebra Wk mozˇe ulozˇiti u Weylovu verteks algebru W (cf. Propozicija 4.1.1 u Poglav-
lju 4). Kljucˇan element dokaza je egzistencija i jedinstvenost singularnog vektora W4 na
nivou 4.



























gdje su {a±n : n ∈ Z} generatori Weylove verteks algebre W . Verteks podalgebra Weylove
verteks algebre W generirana vektorima J, ω,G± je izomorfna nekom kvocijentu od Wk.
Pokazujemo da Bershadsky-Polyakov algebra Wk ima strukturu Z3-invarijantne po-
dalgebre (orbifolda) Weylove verteks algebre (cf. Propozicija 4.2.3 u Poglavlju 4):
Propozicija 4.2.3. Neka je W Weylova verteks algebra, g automorfizam od W reda 3 i
neka je
W = W (0) +W (1) +W (−1),
gdje je
W (j) = {v ∈ W | gv = e−2pii3 jv}, j = 0, 1, 2.
Vrijedi:
3
(1) Wk = W (0).
(2) W (±1) je ireducibilan Wk–modul najvec´e tezˇine (±13 , 12).
U slucˇaju k = −5/3, dokazujemo da algebraWk ima tocˇno 6 ireducibilnih jakih modula
(cf. Propozicija 6.2.5 u Poglavlju 6):
Propozicija 6.2.5. Neka je k = −5/3. Definiramo
Sk = {(−1
9






















(1) Za sve (x, y) ∈ Sk, L(x, y) je ireducibilni Wk–modul.
(2) Pretpostavimo da je L(x, y) ireducibilni Wk–modul s konacˇnodimenzionalnim tezˇin-
skim potprostorima za L(0). Tada je (x, y) ∈ Sk.
Ireducibilne module iz skupa Sk realiziramo kao odredene podalgebre Weylove algebre.
Koristit c´emo rezultate iz Poglavlja 4, gdje smo pokazali da je Weylova verteks algebra
W direktna suma tri ireducibilna Wk–modula.
U slucˇaju k = −9/4, Wk je vazˇan primjer logaritamske verteks algebre. Klasificiramo
jake Wk module za k = −9/4 i dokazujemo da Wk ima tocˇno 3 ireducibilna jaka modula
(cf. Propozicija 6.1.4 u Poglavlju 6). Za realizaciju ovih modula koristimo konstrukciju
jedne familije tezˇinskih modula izvan kategorije O iz Poglavlja 7.
Propozicija 6.1.4. Neka je k = −9/4. Definiramo
Sk = {(−1
2





(i) Za sve (x, y) ∈ Sk, L(x, y) je Wk–modul.
(ii) Pretpostavimo da je L(x, y) ireducibilniWk–modul s konacˇnodimenzionalnim tezˇinskim
potprostorima za L(0). Tada je (x, y) ∈ Sk.
Pri klasifikaciji Wk-modula c´emo koristiti operator ∆(h, z), definiran u cˇlanku H. Lia
([39]), koji svakom ireducibilnom V -modulu M pridruzˇuje novu strukturu ireducibilnog
V -modula. Bitno svojstvo ∆-operatora je da djeluje bijektivno na skupu ireducibilnih
modula.
Bershadsky-Polyakov verteks algebraWk je dio serije verteks algebri koje se realiziraju
pomoc´u verteks algebri iz logaritamske konformne teorije polja. To su takozvane Bp–
algebre i vezane su novim teorijama. Za p = 3, verteks algebra B3 realizirana je u cˇlanku
D. Adamovic´a [3] kao afina verteks algebra pridruzˇena ŝl2 na nivou −4/3. Algebre Bp za
p ≥ 4 su definirane u cˇlanku T. Creutziga, D. Ridouta i S. Wooda [17] gdje je i navedena
slutnja da se te algebre mogu realizirati preko kvantne redukcije. Slutnja za sad nije
dokazana opc´enito, ali u slucˇaju p = 4 je provjerena i radi se basˇ o nasˇoj verteks algebri
Wk, odnosno vrijedi Wk ∼= B4.
4
Koristec´i ovu realizaciju, konstruiramo familiju tezˇinskih modula izvan kategorije O
(tzv. relaxed highest weight modules), s najmanjom konformnom tezˇinom −1/2 (cf. Pro-
pozicija 7.2.1, Teorem 7.2.2).





M−1(r)(m), L(0)|M−1(r)(m) ≡ (−1
2
+m)Id.
(2) Pretpostavimo da 4r /∈ Z za neki r ∈ C. Tada je
(i) M−1(r)(0) ireducibilan modul za Smithovu algebru R(g), gdje je
g(x, y) = −(3x2 − (2k + 3)x− (k + 3)y)
pri cˇemu je y = −1/2.
(ii) Wk–modul M−1(r) ireducibilan.
U cˇlanku [9] je konstruirana familija singularnih vektora u slucˇaju kada je k polucijeli
broj. Mi generaliziramo tu konstrukciju za k cijeli broj vec´i ili jednak −1, te dajemo nuzˇan
uvjet za tezˇine ireducibilnih reprezentacija od Wk (cf. Propozicija 8.1.4 u Poglavlju 8).




(g(x, y) + g(x+ 1, y) + ...+ g(x+ i− 1, y))
= −i2 + ki− 3xi+ 3i− 3x2 − k + 2kx+ 6x+ ky + 3y − 2.
Propozicija 8.1.4. Neka je k ∈ Z, k ≥ −1. Skup klasa ekvivalencije ireducibilnih W˜k-
modula je sadrzˇan u skupu
Sk = {L(x, y) |hi(x, y) = 0, 1 ≤ i ≤ k + 2} .
Medutim, dokazati da ti moduli zaista postoje, odnosno realizirati ih kao Wk–module
predstavlja znatno tezˇi problem. Mi c´emo ga u ovoj disertaciji pokazati samo u slucˇajevima
k = −1, 0. Vjerujemo da tvrdnja vrijedi za opc´i k, no nazˇalost ovim metodama to ne
mozˇemo dokazati.
Ireducibilne Wk–module za k = −1 realiziramo pomoc´u rezultata iz cˇlanka D. Ada-
movic´a, V. G. Kaca, P. Mo¨seneder-Frajrije, P. Papija i O. Persˇea [6] (cf. Teorem 8.3.1 u
Poglavlju 8).
Teorem 8.3.1. Skup
S−1 = {L(x, y) | h1(x, y) = 0}
daje sve ireducibilne W−1–module.
5
Za k = 0 konstruiramo Wk–module kao bozonsku varijantu fermionske realizacije
algebre W0(sl3, fθ) iz cˇlanka [11].
Sljedec´i teorem c´e biti dokazan u Poglavlju 8 (cf. Teorem 8.3.2).
Teorem 8.3.2.














(2) W0 ima dvije familije ireducibilnih modula najvec´e tezˇine Ui(x), i = 0, 1, x ∈ C
realizirane kao
Ui(x) = W0(sl(3), θ).e
−iα1−x(α1−α2),
Najvec´a tezˇina od Ui(x) s obzirom na (J0, L0) je (x, x
2 + (i− 1)x).
U nastavku dajemo kratak pregled sadrzˇaja po poglavljima.
U Poglavlju 2 uvodimo osnovne definicije vezane uz verteks algebre, algebre verteks
operatora i njihove module. Navodimo metode konstrukcije verteks algebri pomoc´u Te-
orema o generirajuc´im poljima te pomoc´u teorije konformnih algebri. Zatim dajemo
primjere verteks algebri koje c´e nam kasnije trebati za realizacije algebre Wk, te opisu-
jemo strukturu minimalnih afinihW-algebri. Takoder navodimo osnovna svojstva Zhuove
teorije i ∆-operatora koji c´e nam biti bitni za klasifikaciju Wk–modula.
U Poglavlju 3 iskazujemo definiciju Bershadsky-Polyakov verteks algebre Wk, dajemo
karakterizaciju ireducibilnih modula najvec´e tezˇine zaWk te opisujemo strukturu Zhuove
algebre A(Wk).
U Poglavlju 4 konstruiramo eksplicitnu realizaciju Bershadsky-Polyakov algebre Wk
pomoc´u Weylove verteks algebre. Racˇunamo formulu za singularni vektor na nivou 4 i
projekciju u Zhuovu algebru, te pokazujemo da Wk ima strukturu Z3–invarijantne podal-
gebre (orbifolda) Weylove algebre.
U Poglavlju 5 definiramo Smithovu algebru R(f) i module za Smithovu algebru. Uvo-
dimo generalizaciju Smithove algebre pridruzˇene polinomima g ∈ C[x, y], te navodimo
neka svojstva konacˇnodimenzionalnih reprezentacija od R(g). Dokazujemo da je Zhuova
algebra A(Wk) kvocijent Smithove algebre R(g).
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U Poglavlju 6 klasificiramo ireducibilne reprezentacije odWk za k = −9/4 i k = −5/3
u kategoriji jakih modula, odnosno modula koji imaju konacˇnodimenzionalne svojstvene
potprostore za L(0).
U Poglavlju 7 konstruiramo neprebrojivu familiju tezˇinskih modula za Wk izvan ka-
tegorije O za k = −9/4, te dovrsˇavamo dokaz klasifikacije jakih modula za W−9/4 iz
Poglavlja 6.
U Poglavlju 8 proucˇavamo Bershadsky-Polyakov algebru Wk u slucˇaju kad je k cijeli
broj vec´i od −1. Konstruiramo familiju singularnih vektora za Wk te klasificiramo sve




Pojam verteks algebri, algebri verteks operatora te modula za verteks algebre je uveden
u radovima [16], [26]. Detaljan pregled aksiomatske teorije, definicija i osnovnih rezultata
o verteks algebrama i njihovim modulima mozˇe se nac´i u monografijama [26], [27], [31],
[42]. Od posebnog interesa c´e nam biti neki primjeri verteks algebri, cˇiji kratki pregled
dajemo u Poglavlju 2.3.
2.1 Verteks algebre i moduli za verteks algebre
U ovom poglavlju navodimo definiciju verteks algebre, te modula za verteks algebre.
2.1.1 Verteks algebre i algebre verteks operatora
Definicija 2.1.1. Verteks superalgebra je trojka (V, Y,1), gdje je V = V0 ⊕ V1 Z2-
graduirani vektorski prostor nad C, 1 ∈ V0 istaknuti vektor (kojeg zovemo vakuum vektor)
te Y operator





takav da za svaki a ∈ Vi, b ∈ Vj, i, j ∈ {0, 1} vrijedi:
(1) Y (a, z)b =
∑
n∈Z anbz
−n−1 ima konacˇno mnogo negativnih potencija,
(2) Y (1, z) = Id,
(3) Y (a, z)1 ∈ V [[z]] i limz→0 Y (a, z)1 = a,
(4) [D, Y (a, z)] = d
dz
Y (a, z)), gdje je D ∈ EndV definiran sa Da = a−21,
(5) ∃N ∈ N takav da
(z1 − z2)NY (a, z1)Y (b, z2) = (−1)ij(z1 − z2)NY (b, z2)Y (a, z1).
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2.1. Verteks algebre i moduli za verteks algebre
Ako je V = V0, onda kazˇemo da je (V, Y,1) verteks algebra.
Napomena 2.1.2. U ostatku disertacije nam nec´e trebati struktura verteks superalgebre,
te c´emo s (V, Y,1) uvijek oznacˇavati verteks algebru.
Definicija 2.1.3. Kazˇemo da je ω ∈ V konformni vektor ako Y (ω, z) = ∑n∈Z L(n)z−n−2 =∑
n∈Z ωnz
−n−1 zadovoljava
[L(n), L(m)] = (n−m)L(m+ n) + 1
12
(m3 −m)δm+n,0(rank V ).
Pomoc´u konformnog vektora dobivamo dodatnu strukturu na verteks algebri:






sa strukturom verteks algebre (V, Y,1) i s konformnim vektorom ω ∈ V koji zadovoljava
(1) D = L(−1),
(2) L(0) djeluje poluprosto na V ,
(3) L(0) V (n)= nIdV (n) ,
(4) dimV (n) <∞,, ∀n ∈ Z,
(5) V (n) = 0 za n ≤ N.
Za verteks algebre i algebre verteks operatora mozˇemo definirati standarne algebarske
pojmove poput homomorfizma, podalgebre, ideala i kvocijentne algebre. Naravno, oni
moraju posˇtovati dodatnu strukturu verteks algebre (odnosno algebre verteks operaora).
Definicija 2.1.5. Neka su (V1, Y,1) i (V2, Y,1) verteks algebre. Homomorfizam verteks
algebri je linearno preslikavanje Φ : V1 → V2 takvo da vrijedi
Φ(Y (a, x)b) = Y (Φ(a), x)Φ(b) za a, b ∈ V1,
ili ekvivalentno
Φ(anb) = Φ(a)nΦ(b) za a, b ∈ V1, n ∈ Z, i Φ(1) = 1.
Definicija 2.1.6. Verteks podalgebra je vektorski potprostor U od V takav da je 1 ∈ U
i (U, Y,1) je verteks algebra.
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2.1. Verteks algebre i moduli za verteks algebre
Neka je S podskup verteks algebre V . Verteks podalgebra 〈S〉 generirana skupom
S je najmanja verteks podalgebra od V koja sadrzˇi S; odnosno, 〈S〉 je presjek svih verteks
podalgebri od V koje sadrzˇe S.
Sljedec´a propozicija iz [42] karakterizira podalgebru generiranu skupom:
Propozicija 2.1.7. ([42]) Neka je S podskup verteks algebre V . Tada vrijedi
〈S〉 = span{a(1)n1 . . . a(r)nr 1 : r ≥ 0, a(i) ∈ S, ni ∈ Z} .
Definicija 2.1.8. Kazˇemo da je 〈S〉 jako generirana skupom S ako vrijedi
〈S〉 = span{a(1)n1 . . . a(r)nr 1 : r ≥ 0, a(i) ∈ S, ni ∈ Z<0} .
Definicija 2.1.9. Ideal verteks algebre V je potprostor I takav da vrijedi
anb ∈ I i bna ∈ I, za svaki a ∈ V, b ∈ I, n ∈ Z.
Kazˇemo da je verteks algebra V prosta ako su jedini ideali 0 i V .
Neka je I ideal verteks algebre V . Definiramo kvocijentnu verteks algebru V/I sa
kanonskim homomorfizmom V → V/I, gdje je 1 + I vakuum vektor i
(a+ I)n(b+ I) = anb+ I, za a, b ∈ V, n ∈ Z.
2.1.2 Moduli za verteks algebre i algebre verteks operatora
Sada navodimo definicije modula za verteks algebre i algebre verteks operatora, te osnovna
svojstva koja c´e nam kasnije trebati.
Definicija 2.1.10. Modul za verteks algebru (V, Y,1) je uredeni par (M,YM), gdje
je M kompleksni vektorski prostor i YM operator





koji zadovoljava sljedec´e aksiome:
(1) YM(1, z) = IdM ,
(2) YM(a, z)v ∈M((z)),
















YM(Y (a, z0)b, z2)v.
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Svaku verteks algebru V mozˇemo shvatiti kao V -modul, tj. modul nad samom sobom.
Neka je sada (V, Y,1, ω) algebra verteks operatora. Ako je (M,YM) modul za V
promatran kao verteks algebra, tada kazˇemo da je (M,YM) slabi modul za V .
Trebat c´e nam josˇ jedna kategorija V -modula:
Definicija 2.1.11. Neka je (V, Y,1, ω) algebra verteks operatora i (M,YM) slabi modul.





gdje je M(h) = {w ∈M : L(0)w = hw}, te vrijedi:
(i) dimM(h) <∞, ∀h ∈ C,
(ii) ∃N ∈ R takav da je M(h) = 0 za Re(h) < N .
Sljedec´a definicija je uvedena u ([29]):
Definicija 2.1.12. Algebra verteks operatora je racionalna ako ima konacˇno mnogo
ireducibilnih modula i svaki konacˇno generirani modul je potpuno reducibilan.
2.2 Konstrukcija verteks algebri
2.2.1 Teorem o generirajuc´im poljima
Jedna od metoda konstrukcije verteks algebri je pomoc´u teorije lokalnih polja (cf. [42]).
Navodimo teorem o generirajuc´im poljima pomoc´u kojeg se mogu konstruirati primjeri
verteks algebri i njihovih modula. Teorem su prvi dokazali V. G. Kac, A. Radul, E.
Frenkel i W. Wang u [28]. Dokaz ove verzije teorema mozˇe se nac´i u [42], [31].
Teorem 2.2.1 (o generirajuc´im poljima). [28]
Neka je V vektorski prostor s istaknutim vektorom 1, d ∈ EndV takav da je d1 = 0,
T ⊆ V , te Y0 operator






(1) Y0(a, z)1 ∈ V [[z]], limz→0 Y0(a, z)1 = a−11 = a,





2.2. Konstrukcija verteks algebri
(3) ∀ a, b ∈ T , ∃ k takav da
(z1 − z2)k[Y0(a, z1), Y0(b, z2)] = 0.




n1 . . . a
(r)
nr 1 : r ≥ 0, a(i) ∈ T, ni ∈ Z
}
Tada se Y0 na jedinstven nacˇin mozˇe prosˇiriti do
Y : V −→ (EndV )[[z, z−1]]
tako da je (V, Y,1) verteks algebra.
2.2.2 Konformne algebre i univerzalna omotacˇka verteks alge-
bra
Drugi nacˇin konstrukcije verteks algebri je pomoc´u konformnih algebri. Mnogi bitni pri-
mjeri verteks algebri (Virasorova verteks algebra, afina verteks algebra i druge) se mogu
konstruirati kao univerzalne omotacˇke verteks algebre odredenih Liejevih konformnih al-
gebri (cf. [31], [35], [36]).




–graduirani vektorski prostor V =
V0 ⊕ V1. Za α ∈ Z2, neka je p(v) = α ako je v ∈ Vα, te p(v, w) = (−1)p(v)p(w).
U verteks algebri V definiramo bilinearni produkt : · :, kojeg zovemo normalni pro-
dukt, sa : ab := a−1b. Oznacˇimo Y +(a, z) =
∑
n<0 anz




Normalni produkt polja Y (a, z) i Y (b, z) je definiran kao
: Y (a, z)Y (b, z) := Y +(a, z)Y (b, z) + p(a, b)Y (b, z)Y −(a, z),
te vrijedi
: Y (a, z)Y (b, z) := Y (: ab :, z).
Definicija 2.2.2. [31] Liejeva konformna superalgebra je Z/2Z-graduirani C[D]-
modul R = R0 ⊕ R1, zajedno sa C-bilinearnim preslikavanjem (λ-zagradom) [aλb] : R ⊗







takvo da vrijede sljedec´i aksiomi:
(1) (seskvilinearnost) [Daλb] = −λ[aλb], D[aλb] = [Daλb] + [aλDb]
(2) (kosa simetrija) [bλa] = −p(a, b)[a−λ−Db]
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(3) (Jacobijev identitet) [aλ[bλc]]− p(a, b)[bλ[aλc]] = [[aλb]λ+µc].







Neka je R Liejeva konformna superalgebra. Univerzalna omotacˇka verteks alge-
bra pridruzˇena R, u oznaci V (R), je jednoznacˇno odredena univerzalnim svojstvom: za
svaki f : R→ W (gdje je W verteks algebra promatrana kao Liejeva konformna superal-






Za uredenu bazu {ai} od R, monomi {: ai1ai2 . . . ain :} takvi da je ij ≤ ij+1 odnosno
ij < ij+1 ako je p(aij) = 1, cˇine bazu za V (R).
2.3 Primjeri verteks algebri
2.3.1 Heisenbergova verteks algebra
Neka je h konacˇnodimenzionalni vektorski prostor s nedegeneriranom simetricˇnom biline-
arnom formom 〈·, ·〉. Promatramo h kao komutativnu Liejevu algebru. Neka je
hˆ = h⊗ C[t, t−1]⊕ CK
pridruzˇena afina Liejeva algebra, s komutacijskim relacijama
[h(m), h(n)] = mδm+n,0K, [K,h(n)] = 0,
gdje je h(n) = h⊗ tn za h ∈ h, n ∈ Z.
Neka je µ ∈ h. Promatramo inducirani hˆ-modul
M(1, µ) = U(hˆ)⊗h⊗C[t]⊕CK C,
gdje h⊗tC[t] djeluje trivijalno na C, h djeluje kao 〈h, µ〉 za h ∈ h i K djeluje kao mnozˇenje
s 1. Kao vektorski prostor







2.3. Primjeri verteks algebri
Mozˇe se pokazati da M(1) = M(1, 0) ima strukturu algebre verteks operatora, gene-
riranu poljima h koja zadovoljavaju λ-zagradu
[hλh] = λ,




: hh : .
Takoder vrijedi da su M(1, µ) ireducibilni moduli za M(1), za svaki µ ∈ h. Verteks
algebru M(1) nazivamo Heisenbergova verteks algebra (cf. [42]).
2.3.2 Verteks algebre pridruzˇene resˇetkama
Verteks algebre VL pridruzˇene parnim resˇetkama L su konstruirane u [26]. U ovoj tocˇki
navodimo osnovne cˇinjenice o resˇetkama, te opisujemo konstrukciju verteks algebre VL
u slucˇaju kada je L pozitivno definitna parna resˇetka. Takoder navodimo formule za
n-ti produkt u verteks algebri VL pomoc´u Schurovih polinoma, koje c´e nam trebati za
realizacije W-algebri u Poglavljima 7 i 8.
Definicija 2.3.1. Neka je V konacˇnodimenzionalni Q-vektorski prostor zajedno s nede-
generiranom simetricˇnom Q-bilinearnom formom 〈·, ·〉 : V × V → Q. Podskup L ⊂ V se
zove (racionalna) resˇetka ranga rk (L) = dim V = n ako vrijedi da je
L = Zα1 ⊕ ...⊕ Zαn,
gdje je {α1, ..., αn} baza od V .
Kazˇemo da je resˇetka L pozitivno definitna ako je Q-bilinearna forma 〈·, ·〉 pozitivno
definitna. L je cjelobrojna ako je 〈α, β〉 ∈ Z za sve α, β ∈ L. Ako je 〈α, α〉 ∈ 2Z za sve
α ∈ L, kazˇemo da je resˇetka L parna. Svaka parna resˇetka je cjelobrojna.
Neka je L pozitivno definitna parna resˇetka. Tada postoji 2-kociklus  : L×L→ 〈±1〉,
koji zadovoljava
(α, β) = (−1)〈α,β〉(β, α).
Promatramo zakrenutu grupovnu algebru C[L], s bazom {eα}α∈L i mnozˇenjem
eαeβ = (α, β)eα+β,
za α, β ∈ L.
Resˇetku h = L ⊗Z C c´emo shvatiti kao Liejevu algebru i definiramo afinu Liejevu
algebru pridruzˇenu h sa
hˆ = h⊗ C[t, t−1]⊕ CK.
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Promatramo inducirani hˆ-modul (cf. Poglavlje 2.3.1 )
M(1) = U(hˆ)⊗h⊗C[t]⊕CK C.
Kao vektorski prostor, M(1) je izomorfan simetricˇnoj algebri S(h⊗ t−1C[t−1]). Posebno,
M(1) je razapet elementima oblika
h1(−n1) · · ·hk(−nk)1,
gdje je k ∈ Z≥0, h1, ..., hk ∈ h te n1, ..., nk ∈ Z≥0.
Konstrukcija verteks algebri pridruzˇenih resˇetkama
Definiramo
VL := M(1)⊗ C[L]
kao graduirani vektorski prostor. Tada je VL razapet elementima oblika
h1(−n1) · · ·hk(−nk)1⊗ eα,
gdje je k ∈ Z≥0, h1, ..., hk ∈ h te n1, ..., nk ∈ Z≥0, α ∈ L.
Oznacˇimo eα := 1⊗ eα, za α ∈ L.
Definiramo verteks operatore




za h ∈ h, te















za α ∈ L.
Teorem 2.3.2. [26] Verteks operatori h(z), h ∈ h, i Yα,(z), α ∈ L, generiraju strukturu
algebre verteks operatora centralnog naboja c = rk(L) na VL := M(1) ⊗ C[L], s vakuum







gdje je {ai}ni=1 ortonormirana baza od h.
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Schurovi polinomi
Definiramo Schurove polinome
Sm(α) = Sm(α(−1), α(−2), . . . )











Sm(α(−1), α(−2), . . . )zm.
Prvih nekoliko polinoma je







Mozˇe se pokazati da je formula za n-ti produkt eαne
β dana sa (vidi npr. [19]):
eαne
β = (α, β)S−n−1−〈α,β〉(α)eα+β,
za n ∈ Z, α, β ∈ L te vrijedi
eαt e
β = 0 za t ≥ −〈α, β〉.
2.3.3 Simplekticˇki fermioni
Simplekticˇki fermioni (cf. [1])A(1) su univerzalna verteks algebra generirana neparnim
poljima b i c koja zadovoljavaju sljedec´e λ–zagrade:
[bλc] = λ, [bλb] = [cλc] = 0.
Mozˇe se pokazati da A(1) ima strukturu ireducibilnog modula Liejeve superalgebre s
generatorima
b(n), c(n), n ∈ Z
i relacijama
{b(n), c(m)} = nδn+m,0.
Svi ostali super–komutatori su nula. Kao vektorski prostor,
A(1) ∼=
∧
(b(−n), c(−n), n ∈ Z>0) .
Nadalje A(1) ima sljedec´i Virasorov vektor centralnog naboja c = −2:
ωA(1) =: bc : .
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2.3.4 Cliffordova verteks algebra
Neka je Cl(A) Cliffordova algebra pridruzˇena neparnom vektorskom superprostoru A =
CΨ+ ⊕ CΨ−. Tada je Cl(A) generirana sa












Cliffordova verteks algebra (cf. [31], [29]) F je univerzalna verteks algebra generi-
rana neparnim poljima Ψ+ i Ψ− sa λ–zagradama
[ Ψ+λΨ
− ] = 1, [ Ψ±λΨ
± ] = 0.









α =: Ψ+Ψ− :
Tada α(z) generira Heisenbergovu verteks podalgebru od F , koju oznacˇimo sa M(1).




: αα : .
2.3.5 Weylova verteks algebra
Weylova algebra Weyl je beskonacˇno-dimenzionalna asocijativna algebra s jedinicom 1
definirana pomoc´u generatora













Weylova verteks algebra (cf. [37], [25], [27] ) W je univerzalna verteks algebra
generirana parnim poljima a+ i a−, koja zadovoljavaju sljedec´e λ-zagrade:
[a+λ a




Na vektorskom prostoru M = C[a±−n : n ∈ Z>0] postoji prirodna struktura ireducibil-
nog modula za Weylovu algebru.
Napomena 2.3.3. Heisenbergova verteks algebra, simplekticˇki fermioni, Cliffordova ver-
teks algebra i Weylova verteks algebra mogu se takoder konstruirati pomoc´u Teorema o
generirajuc´im poljima (cf. Teorem 2.2.1).
2.3.6 Afina verteks algebra
Neka je g konacˇnodimenzionalna prosta kompleksna Liejeva algebra. Neka je (·, ·) nede-
generirana bilinearna forma na g.
Afina Kac–Modyjeva Liejeva gˆ pridruzˇena g je
gˆ = g⊗ C[t, t−1]⊕ CK
gdje je K centralni element a struktura Liejeve algebre je zadana s
[x⊗ tn, y ⊗ tm] = [x, y]⊗ tn+m + n(x, y)δn+m,0K.
Kazˇemo da gˆ–modul M ima nivo k ako centralni element K djeluje na M kao kId.
Neka je k ∈ C. Stavimo P = gˆ⊗C[t]⊕CK i definiramo 1-dimenzionalni U(P )–modul
Cvk s djelovanjem gˆ⊗ C[t].vk = 0, K.vk = kvk. Definiramo
V k(gˆ) = U(gˆ)⊗U(P ) Cvk





koje djeluje na restingiranim gˆ–modulima nivoa k. Tada na V k(g) postoji struktura
verteks algebre generirana poljima x(z), x ∈ g, koju nazivamo univerzalna afina verteks
algebra (cf. [42]).
Kao gˆ–modul, V k(g)(:= Vgˆ(k, 0)) je Z-graduirani modul nivoa k. Naziva se josˇ i
generalizirani Vermaov modul.
2.4 ∆-operator
U cˇlanku H. Li ([39]) je definiran operator ∆(h, z) koji svakom slabom V -modulu M
pridruzˇuje novi V -modul Mh, i pritom cˇuva ireducibilnost. Ova konstrukcija mozˇe biti
korisna u problemima vezanim uz klasifikaciju ireducibilnih modula. Na primjer, pokazano
je da se svi ireducibilni VL–moduli mogu konstruirati na ovaj nacˇin (gdje je L pozitivno
definitna parna resˇetka ([39])).
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Neka je V algebra verteks operatora i neka je h ∈ V koji zadovoljava sljedec´e uvjete:
L(n)h = δn,0h, hnh = δn,1γ1 za svaki n ∈ Z>0, (∗)
gdje je γ ∈ C fiksiran. Pretpostavimo josˇ da h0 djeluje poluprosto na V sa cjelobrojnim
svojstvenim vrijednostima. Iz uvjeta (∗) slijedi da operatori hn zadovoljavaju relaciju za
Heisenbergovu algebru:
[hm, hn] = mγδm+n,0 za m,n ∈ Z.
Definiramo








Propozicija 2.4.1. [40] Neka h, ∆(h, z) zadovoljavaju gornje uvjete i neka je M pro-
izvoljni (ireducibilni) slabi V -modul. Stavimo
(Mh, Yh(·, z)) = (M,Y (∆(h, z)·, z)).
Tada vrijedi:
(1) Mh ima strukturu (ireducibilnog) slabog V -modula,
(2) ako je N slabi V -modul i f homomorfizam sa M u N , onda je f takoder i homo-
morfizam sa Mh u Nh.
Iz Propozicije 2.4.1 slijedi ([40]):
mozˇe se definirati funktor Fh iz kategorije slabih V -modula u samu sebe. Kako vrijedi
∆(h, z)∆(−h, z) = ∆(−h, z)∆(h, z) = 1,
zakljucˇujemo da je Fh izomorfizam.
Posebno, ∆ je invertibilan i djeluje bijektivno na skupu ireducibilnih modula.
2.5 Zhuova teorija
Y. Zhu je u [46] konstruirao asocijativnu algebru A(V ) pridruzˇenu verteks algebri V .
Kao vektorski prostor, A(V ) je kvocijentni potprostor od V , a mnozˇenje dolazi od ver-
teks operatora od V . Kljucˇno svojstvo Zhuove algebre A(V ) je teorem o korespodenciji
izmedu modula za A(V ) i modula za verteks algebru V (cf. Teorem 2.5.4). Pomoc´u tog
rezultata se klasifikacija ireducibilnih modula za verteks algebru V svodi na klasifikaciju
ireducibilnih modula za asocijativnu algebru A(V ), cˇija je struktura znatno jednostavnija.
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Neka je V algebra verteks operatora V =
⊕∞
n=0 V (n) i neka je M =
⊕∞
n=0 M(n)
modul za V , takav da je M(0) 6= 0. Oznacˇimo dega = n za a ∈ V (n).
Za homogeni element a ∈ V , operator o(a) := adega−1 cˇuva stupanj, odnosno o(a)M(n) ⊂
M(n).
Definicija 2.5.1. Definiramo dva bilinearna preslikavanja ∗ : V ×V −→ V , ◦ : V ×V −→
V na sljedec´i nacˇin:
a ∗ b = Resz
(
Y (a, z)





a ◦ b = Resz
(
Y (a, z)





za a ∈ V (n), b ∈ V .





Kvocijentni prostor A(V ) ima strukturu asocijativne algebre s jedinicom 1 + O(V ).
Algebru A(V ) nazivamo Zhuova algebra pridruzˇena verteks algebri V .
Bitno svojstvo prostora O(V ) je da za a ∈ O(V ), operatori o(a) djeluju trivijalno na
top levelu M(0). Vrijedi:
Teorem 2.5.2 ([46]). Neka je M =
⊕∞
n=0M(n) modul za V . Tada je M(0) (top level)
modul za asocijativnu algebru A(V ), s djelovanjem
[a].M(0) = o(a)M(0), za a ∈ V.
Vrijedi i obrat, odnosno mozˇe se konstruirati modul za verteks algebru kojem c´e top
level biti izomorfan modulu za pripadnu Zhuovu algebru.
Teorem 2.5.3 ([46]). Neka je W modul za asocijativnu algebru A(V ). Tada postoji V -
modul M =
⊕∞
n=0 M(n) takav da je M(0)
∼= W (kao A(V )-moduli).
Iz ova dva teorema slijedi kljucˇni rezultat o korespodenciji izmedu modula za Zhuovu
algebru A(V ) i modula za verteks algebru V .
Teorem 2.5.4 ([46]). Postoji bijektivna korespondencija izmedu klasa ekvivalencije ire-
ducibilnih reprezentacija od V i klasa ekvivalencije ireducibilnih reprezentacija od A(V ).
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Svojstva Zhuove algebre A(V )
Sljedec´e dvije leme iz [46] c´e nam trebati za racˇune u Zhuovoj algebri:
Lema 2.5.5 ([46], Lemma 2.1.1.). (L−1 + L0)a ∈ O(V ) za svaki a ∈ V .








∈ O(V ). (2.5.1)
Formule za mnozˇenje i ”komutator” su dane sljedec´im identitetima:
Lema 2.5.7 ([46], Lemma 2.1.3.). Za svaki homogeni a, b ∈ V , vrijedi








a ∗ b− b ∗ a = Resz
(
Y (a, z)(z + 1)dega−1b
)
+O(V ). (2.5.3)
Promatrat c´emo Zhuovu algebru pridruzˇenu potkvocijentu verteks algebre. Njenu
strukturu opisuje sljedec´a propozicija iz cˇlanka I. Frenkel i Y. Zhu ([29]):
Propozicija 2.5.8 ([29]). Neka je I ideal verteks algebre takav da vrijedi 1 /∈ I, ω /∈ I.
Tada je A(V/I) izomorfna s A(V )/A(I).
Za odredivanje generatora Zhuove algebre c´e nam koristiti sljedec´a lema koju je doka-
zao Abe:
Propozicija 2.5.9 ([1]). Neka je V verteks algebra jako generirana poljima iz skupa S.
Tada je Zhuova algebra A(V ) generirana skupom {[a] : a ∈ S}.
2.6 Minimalne afine W-algebre
V. Kac, S.S. Roan i M. Wakimoto su u cˇlanku ([32]) konstruiraliW–algebreWk(g, f), gdje
je g prosta Liejeva algebra i f proizvoljni nilpotentni element. Ako je f = fθ korijenski
vektor pridruzˇen maksimalnom korijenu θ, verteks algebreWk(g, fθ) nazivamo minimalne
afine W–algebre. Ovaj je slucˇaj posebno zanimljiv jer su za W-algebre Wk(g, fθ) poznati
generatori ([33]), te λ-zagrade ([6]).
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Struktura minimalnih afinih W-algebri
Neka je g konacˇnodimenzionalna prosta kompleksna Liejeva algebra i (·, ·) nedegenerirana
bilinearna forma na g.
Neka je θ maksimalni korijen za g. Odaberimo korijenske vektore eθ i fθ te x ∈ g takve
da {eθ, fθ, x} cˇine sl2-trojku, odnosno vrijedi
[eθ, fθ] = x, [x, eθ] = eθ, [x, fθ] = −fθ.
Tada postoji 1
2
Z-graduirana dekompozicija od g s obzirom na ad x oblika
g = g−1 ⊕ g− 1
2
⊕ g0 ⊕ g 1
2
⊕ g1,
gdje je gi = {u ∈ g : [x, u] = iu}, te vrijedi g−1 = Cfθ i g1 = Ceθ.
Dekompoziciju Liejeve algebre g koja zadovoljava gornja svojstva zovemo minimalna
gradacija.
Definiramo
g\ = {a ∈ g0 : 〈a, x〉 = 0} .
Sljedec´i teorem opisuje generatore verteks algebre Wk(g, fθ):
Teorem 2.6.1 ([33]). Verteks-algebra Wk(g, fθ) je strogo generirana vektorima
• G{u}, u ∈ g− 1
2
, konformne tezˇine 3
2
• J{a}, a ∈ g\, konformne tezˇine 1




− 6k + h∨ − 4.
Eksplicitne formule za λ–zagrade (odnosno OPE) mogu se nac´i u [6], Theorem 2.1.
Verteks algebru Wk(g, fθ) zovemo univerzalna minimalna afina W-algebra. Za





U ovom poglavlju c´emo definirati i navesti osnovna svojstva Bershadsky-Polyakov algebre
Wk(= Wk(sl3, fθ)), tj. minimalne afine W-algebre pridruzˇene sl3. Takoder opisujemo
strukturu Zhuove algebre pridruzˇeneWk, koju c´emo koristiti za proucˇavanje reprezentacija
od Wk.
3.1 Definicija Bershadsky-Polyakov verteks algebre
Wk(sl3, fθ)
Definicija 3.1.1. Univerzalna Bershadsky-Polyakov verteks algebra Wk(= Wk(sl3, fθ))
je verteks algebra generirana poljima L, J,G+, G− koja zadovoljavaju sljedec´e relacije:
J(x)J(y) ∼ 2k+3
3
(z − w)−2, G±(z)G±(w) ∼ 0,
J(z)G±(w) ∼ ±G±(w)(z − w)−1,
L(z)L(w) ∼ − ck
2
(z − w)−4 + 2L(w)(z − w)−2 +DL(w)(z − w)−1, (ck = − (3k+1)(2k+3)k+3 )
L(z)G±(w) ∼ 3
2
G±(w)(z − w)−2 +DG±(w)(z − w)−1,
L(z)J(w) ∼ J(w)(z − w)−2 +DJ(w)(z − w)−1,
G+(z)G−(w) ∼ (k + 1)(2k + 3)J(w)(z − w)−3 + 3(k + 1)J(w)J(w)(z − w)−2+
+(3 : J(w)J(w) : +3(k+1)
2
DJ(w)− (k + 3)L(w))(z − w)−1.
Verteks algebruWk zovemo univerzalna Bershadsky-Polyakov verteks algebra na nivou
k. Wk ima za k 6= −3 jedinstveni prosti kvocijent, koji c´emo oznacˇavati sa Wk.
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n ] = ±G±n ,
[Lm, Jn] = −nJm+n,
[Lm, G
±








n ] = 3(J
2)m+n−1+ 32(k+1)(m−n)Jm+n−1−(k+3)Lm+n−1+ (k+1)(2k+3)(m−1)m2 δm+n,1.
Sljedec´u lemu c´emo koristiti za realizaciju Bershadsky-Polyakov verteks algebri.
Lema 3.1.2. Pretpostavimo da verteks algebra V sadrzˇi vektore
ω, J,G+, G−





± = 0, J0G± = ±G±, JnG± = Jn+1J = 0 za n ≥ 1,
ω0ω = Dω, ω1ω = 2ω, ω2ω = 0, ω3ω =
ck
2
, ωnω = 0 za n ≥ 4,
ω0G
± = DG±, ω1G± = 32G
±, ωnG± = 0 za n ≥ 2,
ω0J = DJ, ω1J = J, ωnJ = 0 za n ≥ 1,
G+0 G
− = 3J2−1 +
3(k+1)
2
DJ − (k + 3)ω, G+1 G− = 3(k + 1)J
G+2 G
− = (k + 1)(2k + 3)1, G+nG
− = 0 za n ≥ 3.
Tada postoji netrivijalni homomorfizam verteks algebri
φ :Wk −→ V.
Dokaz. Dokaz slijedi primjenom komutatorske formule za verteks algebre.
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3.2 Reprezentacije najvec´e tezˇine za Bershadsky -
Polyakov algebru Wk(sl3, fθ)
Moduli najvec´e tezˇine za verteks algebru Wk(g, fθ) mogu se konstruirati primjenom
kvantne redukcije na module najvec´e tezˇine za gˆ nivoa k. Naime, kvantna Drinfeld-
Sokolovljeva redukcija daje funktor koji modulima iz kategorije O za gˆ–module pridruzˇuje
module iz kategorije O za Wk(g, fθ)–module ([32], [33]).
Posebno, za Bershadsky-Polyakov algebru Wk vrijedi:
Za svaki r, s ∈ C postoji ireducibilna reprezentacija Lr,s od Wk generirana vektorom
najvec´e tezˇine vr,s takva da je
J0vr,s = rvr,s, Jnvr,s = 0 za n > 0,
L0vr,s = svr,s, Lnvr,s = 0 za n > 0,
G±n vr,s = 0 za n ≥ 1.
Osnovni alat koji c´emo koristiti za proucˇavanje reprezentacija Bershadsky-Polyakov al-
gebreWk je Zhuova teorija ([46]). Prema Zhuovoj konstrukciji postoji bijektivna korespo-
dencija izmedu ireducibilnih Z≥0–graduiranih V -modula i ireducibilnih Z≥0–graduiranih
A(V )-modula. Kako algebraWk ima 1
2
Z≥0–gradaciju, treba nam definicija 12Z≥0–graduirane
Zhuove algebre (cf. [38]).
Definicija 3.2.1. Neka je V verteks algebra s konformnim vektorom ω, i neka su konfor-



















Definiramo dva bilinearna preslikavanja ∗ : V × V −→ V , ◦ : V × V −→ V na sljedec´i
nacˇin: za homogene a, b ∈ V , neka je




b, za a, b ∈ V 0
0, za a, b ∈ V 1










b, , za a ∈ V 1.
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Prosˇirimo ∗ i ◦ po linearnosti, te oznacˇimo sa O(V ) ⊂ V linearnu ljusku elemenata





Kvocijentni prostor A(V ) ima strukturu asocijativne algebre s jedinicom, s mnozˇenjem
induciranim s ∗. Algebru A(V ) nazivamo Zhuova algebra od V.
Oznacˇimo sa A(Wk) Zhuovu algebru od Wk. Neka je [v] slika od v ∈ Wk pri preslika-
vanju Wk 7→ A(Wk).
Iz sljedec´e propozicije vidimo da je Zhuova algebra A(Wk) izomorfna kvocijentu alge-
bre polinoma u dvije varijable C[x, y].
Propozicija 3.2.2. Postoji homomorfizam Ψ : A(Wk)→ C[x, y] takav da
Ψ([J ]) = x, Ψ([ω]) = y.
Dokaz. Polja G+, G−, J, ω strogo generiraju Wk. Iz Propozicije 2.5.9 onda slijedi da je
Zhuova algebra A(Wk) generirana (kao asocijativna algebra) sa [G+], [G−], [J ], [ω]. No, iz
definicije Zhuove algebre dobivamo















= G±−11 = G
± ∈ O(V ),
pa je zato [G±] = 0 u A(Wk).
Napomena 3.2.3. Mozˇe se pokazati da je homomorfizam Ψ zapravo izomorfizam, od-
nosno da vrijedi A(Wk) ∼= C[x, y].
Lr,s je jedinstveniA(Wk)-modul takav da je Lr,s(0) = Cvr,s, gdje je Cvr,s 1-dimenzionalna




algebre Wk(sl3, fθ) u Weylovu verteks
algebru za k = −5/3
U ovom poglavlju c´emo pocˇeti s detaljnijom analizom Bershadsky-Polyakov algebre Wk
na konkretnim nivoima.
Cilj ovog poglavlja je konstruirati eksplicitnu realizaciju Bershadsky-Polyakov algebre
Wk pomoc´u Weylove verteks algebre. Prvo c´emo pokazati da se za k = −5/3 prosta
verteks algebra Wk mozˇe ulozˇiti u Weylovu verteks algebru. Kljucˇan element dokaza je
egzistencija i jedinstvenost singularnog vektora W4 na nivou 4.
Koristec´i svojstva projekcije singularnog vektoraW4 u Zhuovoj algebri A(Wk), dokazat
c´emo da jeWk izomorfna Z3-invarijantnoj podalgebri (orbifoldu) Weylove algebre. Ovdje
koristimo metode iz teorije brojeva. Na taj nacˇim dobivamo dekompoziciju Weylove
algebre kao direktne sume ireducibilnih reprezentacija za Wk.
4.1 Konstrukcija ulaganja u Weylovu verteks algebru



























gdje su {a±n : n ∈ Z} generatori Weylove verteks algebre W . Verteks podalgebra W˜k
Weylove verteks algebre W generirana vektorima J, ω,G± je izomorfna nekom kvocijentu
od Wk.
Poslije c´emo pokazati da je W˜k izomorfna prostom kvocijentu Wk.
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4.1. Konstrukcija ulaganja u Weylovu verteks algebru
Skica dokaza. (1) Prvo pokazujemo da vektori J, ω,G± zadovoljavaju uvjete Leme 3.1.2.
To nam daje netrivijalni homomorfizam Φ : Wk → W . Tvrdnja slijedi iz sljedec´ih
lema:







1. Tada je ω Virasorov kon-
formni vektor centralnog naboja c = −1.



































Dokazi su tehnicˇki i dani su u Dodatku A.
(2) Zatim pokazujemo egzistenciju singularnog vektora W4 konformne tezˇine 4.
Lema 4.1.4. U komponenti Weylove algebre tezˇine 0 na nivou 4 postoji singularni
vektor W4.
Dokaz. U Weylovoj algebri dimenzija potprostora tezˇine 0 na nivou 4 je jednaka 12,
s bazom































Dimenzija potprostora u Wk tezˇine 0 na nivou 4 je jednaka 13, s bazom














Buduc´i da je dimenzija potprostora u Wk tezˇine 0 na nivou 4 vec´a od dimenzije
odgovarajuc´eg potprostora u Weylovoj algebri, u jezgri homomorfizma Φ :Wk → W
postoji netrivijalna relacija medu generatorima, odnosno singularni vektor W4 tezˇine
0, nivoa 4.
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(3) Jedinstvenost singularnog vektora W4 slijedi iz racˇuna (koji su dani su u Dodatku
B).
Lema 4.1.5. Singularni vektor u Wk na nivou 4 za k = −5
3
je dan sa
W4 = −(17k + 18)(k + 3)
6(2k + 3)
L2−21 +










34k2 + 129k + 135)
(2k + 3)2
J−3J−11− 3(11k
























L−41− 18J4−11 + 54J−2J2−11− 130J−3J−11+
33
2








Napomena 4.1.6. Formula za konformni vektor iz Leme 4.1.2 je poznata (cf. [37]), ali
navodimo dokaz zbog potpunosti.
Projekcija singularnog vektora W4 u Zhuovoj algebri
Sada dokazujemo formulu za projekciju singularnog vektora W4 u Zhuovoj algebri, koja
c´e nam trebati u dokazu Propozicije 4.2.3.
Lema 4.1.7. Za projekcije elemenata PBW baze u Zhuovoj algebri A(Wk) ∼= C[x, y]
vrijede sljedec´e relacije:
(1) [L2−21] = y
2 + 2y,
(2) [L−41] = 3y
(3) [J4−11] = x
4
(4) [J−2J2−11] = −x3
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(5) [J−3J−11] = x2
(6) [J2−21] = x
2
(7) [J−41] = −x
(8) [L−2J−21] = −xy − 2x
(9) [L−3J−11] = −2xy − x




1] = 3x2 − 3
2




2 − 3(k + 1)x− 2(k + 3)y
(13) [J−1G+−1G
−
1] = −3x3 + 3
2
(k + 1)x2 + (k + 3)xy
Dokaz ove leme je tehnicˇki i dan je u Dodatku B.
Propozicija 4.1.8. Za k = −5
3
, projekcija singularnog vektora W4 u Zhuovoj algebri
A(Wk) ∼= C[x, y] je dana sa







Dokaz. Iz Leme 4.1.5 i Leme 4.1.7 dobivamo
[W4] = −(17k + 18)(k + 3)
6(2k + 3)
[L2−21] +
(5k + 6)(k + 3)
2(2k + 3)
[L−41]−







2 + 129k + 135)
(2k + 3)2
[J−3J−11]− 3(11k











(k + 3)(17k + 36)
2(2k + 3)2











[L−41]− 18[J4−11] + 54[J−2J2−11]− 130[J−3J−11]+
33
2
[J2−21] + 13[J−41] + 0[L−2J−21]− 12[L−3J−11] + 46[L−2J2−11]
− [G+−2G−−11] + [G+−1G−−21]− 18[J−1G+−1G−−11]
= −62
9
(y2 + 2y) +
14
3
(3y)− 18(x4) + 54(−x3)− 130(x2)+
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33
2
(x2) + 13(−x) + 0(−xy − 2x)− 12(−2xy − x) + 46(x2y + 2x2)
− (3x2 − 3
2
(k + 1)x− (k + 3)y) + (6x2 − 3(k + 1)x− 2(k + 3)y)
− 18(−3x3 + 3
2
(k + 1)x2 + (k + 3)xy)







4.2 Z3-orbifold Weylove verteks algebre
Neka je V verteks algebra i G grupa automorfizama od V . Tada se verteks podalgebra
fiksnih tocˇaka V G := {v ∈ V : gv = v} naziva orbifold.
Konstrukcija orbifolda verteks algebri jedna je od metoda za dobivanje novih verteks
algebri od postojec´ih. U literaturi je proucˇavano koja se svojstva verteks algebre V
nasljeduju u orbifoldu V G (cf. [21]), uz odredene restrikcije na grupu G.
Dong i Mason su u [20] pokazali da ako je V prosta verteks operator algebra i G
konacˇna grupa automorfizama od V , onda je podalgebra fiksnih tocˇaka (orbifold) V G
takoder prosta VOA.
Jedan od problema vezanih uz teoriju orbifolda je dekompozicija verteks algebre V kao
direktne sume ireducibilnih V G–modula. Mi c´emo u ovoj tocˇki konstruirati dekompoziciju
Weylove algebre kao direktne sume tri ireducibilna Wk–modula.
Definicija 4.2.1. Automorfizam verteks algebre V je linearni operator g : V → V
takav da vrijedi
g(anb) = (ga)n(gb).
Napomena 4.2.2. Ako je D ∈ EndV derivacija, onda je g = eD automorfizam verteks
algebre.
Neka je g = e
2pii
3
J0 . Tada je g automorfizam od W reda 3 i vrijedi
W = W (0) +W (1) +W (−1).
gdje je
W (j) = {v ∈ W | gv = e−2pii3 jv}, j = 0, 1, 2.
Posebno W (0) je prosta verteks-algebra, a W (±1) su ireducibilni W (0)-moduli.
Propozicija 4.2.3. Vrijedi:
(1) W˜k =Wk = W (0).
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(2) W (±1) je ireducibilan Wk–modul najvec´e tezˇine (±13 , 12).





Ako pokazˇemo da je W˜k = Wk = W 0, tada automatski znamo da su W (±1) ireducibilni
Wk-modul najvec´e tezˇine (±13 , 12).
Dokazˇimo (1). Pretpostavmo da W˜k 6= W (0). Tada je W (0) modul za W˜k. W (0) sadrzˇi
ireducibilniWk–potkvocijent Lx,y najvec´e tezˇine (x, y), gdje je x = m ∈ Z, a y = n2 ∈ 12Z.
Kandidati za najvec´u tezˇinu (x, y) = (m, n
2
) su nultocˇke polinoma U(x, y) = [W4] = 0 u
Zhuovoj algebri A(Wk). Iz sljedec´eg teorema dobivamo sva cjelobrojna rjesˇenja (m,n).
Teorem 4.2.4. [7] Neka je







Jedino cjelobrojno rjesˇenje (m,n) jednadzˇbe





) = 9m2 + 324m4 + 10n− 414m2n+ 31n2 = 0
je (0, 0).
Dokaz. Ako ta jednadzˇba ima cjelobrojno rjesˇenje, tada diskriminanta (po varijabli n)
∆ = (10− 414m2)2 − 124(9m2 + 324m4) = 4(25− 2349m2 + 32805m4)
mora biti kvadrat cijelog broja. Svi takvi brojevi m mogu se odrediti u programskom
paketu Magma pomoc´u naredbe IntegralQuarticPoints([32805,0,-2349,0,25]). Rezultat u
Magmi je da se jedino cjelobrojno rjesˇenje dobije u slucˇaju m = 0. Tada jednadzˇba
V (m,n) = 0 povlacˇi da je n = 0 ili n = −10/31. Dakle (m,n) = (0, 0) je jedino
cjelobrojno rjesˇenje.





U cˇlanku S. P. Smitha [44] je uvedena klasa asocijativnih algebri R(f) parametriziranih
proizvoljnim polinomom f(x) ∈ C[x], te su definirani pojmovi poput modula najvec´e
tezˇine i kategorije O za R(f)-module. Kao jedan od glavnih rezultata je pokazano da
za odredene polinome f , R(f) ima slicˇna svojstva kao U(sl2). Posebno, ako je f(x) =
(x+1)n+1−xn+1 (za n cijeli broj vec´i ili jednak 1), vrijedi da je svaki konacˇnodimenzionalni
R(f)–modul potpuno reducibilan, dok za n = 1 dobivamo R(f) ∼= U(sl2)-
U kontekstu teorije reprezentacija verteks algebri, proucˇavana je veza Smithove algebre
i Zhuove algebre A(V ) pridruzˇene odredenim verteks algebrama V : poluprosti kvocijenti
Smithove algebre daju Zhuovu algebru za verteks algebre pridruzˇene parnim pozitivno
definitnim resˇetkama ranga jedan ([19]); Zhuova algebra pridruzˇena Bershadsky-Polyakov
algebri Wk je povezana sa Smithovom algebrom ([9]).
U ovom poglavlju c´emo pokazati da je Zhuova algebra pridruzˇena Bershadsky-Polyakov
algebriWk kvocijent jedne generalizacije Smithove algebre, te navesti svojstva konacˇnodim-
enzionalnih reprezentacija Smithove algebre iz cˇlanka [9]. Ove c´emo metode koristiti u
iduc´em poglavlju kako bi klasificirali ireducibilne reprezentacije za Wk, za k = −9/4 i
k = −5/3.
5.1 Smithova algebra R(f ), f ∈ C[x]
Definicija 5.1.1. [44] Neka je f(x) ∈ C[x] proizvoljni polinom. Asocijativna algebra
R(f) je generirana sa {A,B,H} takvim da vrijede sljedec´e relacije:
HA− AH = A, HB −BH = −B, AB −BA = f(H).
R(f) je Z-graduirana algebra, s bazom
{
BmHnAk : m,n, k ∈ Z≥0
}
.




5.1. Smithova algebra R(f), f ∈ C[x]
Lema 5.1.2. [44] Postoji polinom u ∈ C[x] takav da je f(x) = 1
2
(u(x + 1) − u(x)). Za
k ∈ N vrijedi
u(x+ 1)− u(x+ 1− k) = f(x) + f(x− 1) + ...+ f(x− k + 1).
Pokazat c´e se da struktura konacˇnodimenzionalnih prostih R(f)-modula ovisi o funk-
cijama
u(x+ 1)− u(x+ 1− k), za k ∈ N.
Moduli najvec´e tezˇine za Smithovu algebru R(f)
Neka je b podalgebra od R(f) generirana sa A i H. Tada je Ab = {Aa : a ∈ b} ideal od b,
i b = Ab⊕ C[H]. Za λ ∈ C, neka je Cvλ 1-dimenzionalan b-modul takav da je Abvλ = 0,
Hvλ = λvλ. Definiramo Vermaov R(f)-modul kao
V (λ) = R(f)⊗b Cvλ.
Tada V (λ) ima jedinstveni maksimalni podmodul. Oznacˇimo s L(λ) prosti kvocijent od
V (λ).
Lema 5.1.3. [44] Neka je λ ∈ C, te neka je vλ vektor najvec´e tezˇine za V (λ). Svi
podmoduli od V (λ) su oblika
{C[B]Bjvλ : u(λ+ 1)− u(λ− j + 1) = 0, za j ∈ N}.
Vidimo da postoji bijektivna korespondencija izmedu podmodula od V (λ) i nultocˇaka
polinoma u(λ+ 1)− u(λ− x+ 1) = 0 koje su prirodni brojevi.
Konacˇnodimenzionalni prosti moduli za R(f) su klasificirani u [44].
Lema 5.1.4. [44] (a) Svi konacˇnodimenzionalni prosti R(g)-moduli su oblika L(λ) =
V (λ)/BjV (λ), gdje je j ∈ N minimalan takav da je u(λ+ 1)− u(λ− j + 1) = 0.
(b) Broj prostih R(g)-modula dimenzije j ∈ N je jednak card S, gdje je
S = {λ ∈ C : u(λ+ 1)− u(λ− j + 1) = 0, j je najmanji takav prirodan broj },
te vrijedi card S ≤ deg f .
U iduc´em potpoglavlju c´emo uvesti jednu generalizaciju Smithove algebre, gdje c´emo
skupu generatora dodati centralni element. Module najvec´e tezˇine definiramo na analogan
nacˇin kao i za originalnu Smithovu algebru R(f).
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5.2 Algebra Smithovog tipa R(g), g ∈ C[x, y]
U ovom potpoglavlju prosˇirujemo originalnu definiciju Smithove algebre na asocijativne
algebre R(g), gdje je g polinom u dvije varijable. Definiramo algebru Smithovog tipa i opi-
sujemo vezu Zhuove algebre pridruzˇene Bershadsky-Polyakov algebriWk s Z≥0-gradacijom
i algebre Smithovog tipa R(g).
Definicija 5.2.1. Neka je g(x, y) ∈ C[x, y] proizvoljni polinom. Asocijativna algebra
R(g) Smithovog tipa je generirana sa {E,F,X, Y } takvim da je Y centralni element i
vrijede sljedec´e relacije:
XE − EX = E, XF − FX = −F, EF − FE = g(X, Y ).








Neka je ω = ω + 1
2
DJ konformni vektor takav da je ωn+1 = L(n). Tada ω ima centralni
naboj
ck = −4(k + 1)(2k + 3)
k + 3
,
sˇto daje poljima J,G+, G− konformne tezˇine 1, 1, 2. Ovime smo definirali Z≥0-gradaciju
na Wk.
Pokazat c´emo da je Zhuova algebra pridruzˇena Bershadsky-Polyakov algebri Wk (s















J(n) = Jn, G
+(n) = G+n , G
−(n) = G−n+1.
Vrijede sljedec´e komutacijske relacije:
[J(m), J(n)] = 2k+3
3
mδm+n,0, [J(m), G
±(n)] = ±G±(m+ n),
[L(m), J(n)] = −nJ(m+ n)− (2k+3)(m+1)m
6
δm+n,0,
[L(m), G+(n)] = −nG+(m+ n), [L(m), G−(n)] = (m− n)G−(m+ n),
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[G+(m), G−(n)] = 3(J2)(m + n) + (3(k + 1)m − (2k + 3)(m + n + 1))J(m + n) − (k +
3)L(m+ n) + (k+1)(2k+3)(m−1)m
2
δm+n,0.
Neka je A(Wk) Zhuova algebra pridruzˇena Z≥0-graduiranoj verteks algebri Wk. Neka
je [v] slika od v ∈ Wk pri preslikavanju Wk 7→ A(Wk). S novim Virasorovim vektorom
ω, A(Wk) je generirana vektorima
E = [G+], F = [G−], X = [J ], Y = [ω].
Propozicija 5.2.2. Zhuova algebra A(Wk) je kvocijent Smithove algebre R(g) za g(x, y) =
−(3x2 − (2k + 3)x− (k + 3)y).
Dokaz. Koristimo sljedec´u formulu iz [46]:
u ∗ v − v ∗ u = Resz(1 + z)∆u−1Y (u, z)v +O(V ).
Vrijedi
X ∗ E − E ∗X = Resz(
∑
J(n)z−n−1)G+(−1)1 +O(V )
= [J(0)G+(−1)1] = [G+(−1)1]
= E,
X ∗ F − F ∗X = Resz(
∑
J(n)z−n−1)G−(−2)1 +O(V )
= [J(0)G−(−2)1] = −[G−(−2)1]
= −F,









= [3J2(−2)1 + (2k + 3)J(−2)1− (k + 3)L(−2)1]
= 3X2 − (2k + 3)X − (k + 3)Y
= −g(X, Y ),
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F ∗ Y − Y ∗ F = Resz(1 + z)(
∑
G−(n)z−n−2)L(−2)1 +O(V )
= [G−(−1)L(−2)1] + [G−(0)L(−2)1]
= [G−(−3)1] + 2[G−(−2)1]
= [L(−1)G−(−2)1] + 2[G−(−2)1]
= −[L(0)G−(−2)1] + 2[G−(−2)1]
= −2[G−(−2)1] + 2[G−(−2)1]
= 0.
5.3 Konacˇnodimenzionalne reprezentacije algebre Smit-
hovog tipa R(g), g ∈ C[x, y]
Klasifikacija ireducibilnih reprezentacija najvec´e tezˇine od Wk se svodi na odredivanje
reprezentacija najvec´e tezˇine od pripadne Zhuove algebre. Kako je Zhuova algebra A(Wk)
kvocijent Smithove, kandidati za reprezentacije od A(Wk) su upravo reprezentacije od
R(g). Navodimo karakterizaciju konacˇnodimenzionalnih reprezentacija Smithove algebre
iz cˇlanka T. Arakawe [9].
Prvo navodimo rezultat koji daje egzistenciju ireducibilnih modula najvec´e tezˇine.
Propozicija 5.3.1. Za svaki (x, y) ∈ C postoji ireducibilna reprezentacija L(x, y) od Wk
generirana vektorom najvec´e tezˇine vx,y takva da je
J(0)vx,y = xvx,y, J(n)vx,y = 0 za n > 0,
L(0)vx,y = yvx,y, L(n)vx,y = 0 za n > 0,
G−(n− 1)vx,y = G+(n)vx,y = 0 za n ≥ 1.
Dokaz. Prvo uocˇimo da Smithova algebra R(g) ima jedinstvenu ireducibilnu reprezenta-
ciju najvec´e tezˇine generirane vektorom vx,y takvu da je
Fvx,y = 0, Xvx,y = xvx,y, Y vx,y = yvx,y.
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v ∈ L(x, y) : L(0)v = yv} .
L(x, y)top je (kao vektorski prostor) razapet vektorima {(G+(0))ivx,y, 0 ≤ i},
Za g(x, y) = −(3x2 − (2k + 3)x− (k + 3)y) vrijedi
G−(0)G+(0)vx,y = g(x, y)vx,y.




(g(x, y) + g(x+ 1, y) + ...+ g(x+ i− 1, y))
= −i2 + ki− 3xi+ 3i− 3x2 − k + 2kx+ 6x+ ky + 3y − 2.
Napomena 5.3.2. Funkcije hi(x, y) su analogon funkcija u(x+ 1)− u(x+ 1− k), k ∈ N
iz tocˇke 5.1.
Lema 5.3.3 ([9]). Vrijedi sljedec´a relacija
G−(0)G+(0)ivx,y = ihi(x, y)G+(0)i−1vx,y.
Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom. Pretpostavimo da vrijedi
G−(0)G+(0)ivx,y = ihi(x, y)G+(0)i−1vx,y.
Vrijedi
G+(0)G−(0)G+(0)ivx,y = ([G+(0), G−(0)] +G−(0)G+(0))G+(0)ivx,y
= (3J2(0)− (2k + 3)J(0)− (k + 3)L(0))G+(0)ivx,y+
+G−(0)G+(0)ivx,y,
pa je zato
G−(0)G+(0)i+1vx,y = ihi(x, y)G+(0)ivx,y − 3J2(0)G+(0)ivx,y + (2k + 3)J(0)G+(0)ivx,y+
+ (k + 3)L(0)G+(0)ivx,y
= ihi(x, y)G
+(0)ivx,y − 3(x+ i)2G+(0)ivx,y+
+ (2k + 3)(x+ i)G+(0)ivx,y + +(k + 3)yG
+(0)ivx,y
= (g(x, y) + g(x+ 1, y) + ...+ g(x+ i− 1, y)− 3(x+ i)2+
+ (2k + 3)(x+ i) + (k + 3)y)G+(0)ivx,y
= (g(x, y) + g(x+ 1, y) + ...+ g(x+ i− 1, y) + g(x+ i, y))G+(0)ivx,y
= (i+ 1)hi+1(x, y)G
+(0)ivx,y.
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Sljedec´a propozicija karakterizira konacˇnodimenzionalne reprezentacije Smithove al-
gebre.
Propozicija 5.3.4 ([9], Proposition 2.2.). Ako je prostor L(x, y)top n-dimenzionalan,
onda je hn(x, y) = 0.
Dokaz. Buduc´i da je L(x, y)top razapet vektorima iz skupa{
(G+(0))ivx,y, 0 ≤ i ≤ n− 1
}
,
slijedi da ako je L(x, y)top n-dimenzionalan, onda je (G
+(0))n−1vx,y 6= 0 i (G+(0))nvx,y = 0.
Imamo
0 = G−(0)(G+(0))nvx,y = nhn(x, y)(G+(0))n−1vx,y,
pa je hn(x, y) = 0.
Wk-moduli ψ(M)
U Poglavlju 2.4 smo definirali operator ∆(h, z) koji svakom ireducibilnom V -modulu M
pridruzˇuje novu strukturu ireducibilnog V -modula. Bitno svojstvo ∆-operatora je da dje-
luje bijektivno na skupu ireducibilnih modula. Ovu konstrukciju c´emo koristiti u iduc´em
poglavlju kako bi klasificirali ireducibilne module za Wk za k = −9/4 i k = −5/3.
Stavimo







i neka je ∑
n∈Z
ψ(an)z
−n−1 = Y (∆(−J, z)a, z),
za a ∈ Wk.
Za bilo kojiWk-modulM mozˇemo definirati novu strukturuWk-modula naM pomoc´u
preslikavanja an 7→ ψ(an). Oznacˇimo tako dobiveni modul sa ψ(M). Buduc´i da ψ djeluje
bijektivno na skupu ireducibilnih modula, posebno postoji inverz ψ−1.
Iz definicije operatora ∆(−J, z) dobivamo
ψ(J(n)) = J(n)− 2k + 3
3
δn,0, ψ(L(n)) = L(n)− J(n) + 2k + 3
3
δn,0,
ψ(G+(n)) = G+(n− 1), ψ(G−(n)) = G−(n+ 1).
Oznacˇimo
G+new(n) := ψ(G
+(n)), G−new(n) := ψ(G
−(n)),
Lnew(n) := ψ(L(n)), Jnew(n) := ψ(J(n)).
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Lema 5.3.5 ([9], Proposition 2.3.). Neka je dimL(x, y)top = i. Tada je
v̂x,y = (G
+(0))i−1vx,y
vektor najvec´e tezˇine za ψ(L(x, y)), s najvec´om tezˇinom
(x+ i− 1− 2k + 3
3




ψ(L(x, y)) ∼= L(x+ i− 1− 2k + 3
3
, y − x− i+ 1 + 2k + 3
3
).







Jnew(0)v̂x,y = (J(0)− 2k + 3
3
)(G+(0))i−1vx,y
= (x+ i− 1− 2k + 3
3
)v̂x,y,
Lnew(0)v̂x,y = (L(0)− J(0) + 2k + 3
3
)(G+(0))i−1vx,y






reprezentacija za Wk(sl3, fθ), za
k = −9/4 i k = −5/3
U ovom poglavlju c´emo klasificirati ireducibilne module za Bershadsky-Polyakov alge-
bru Wk, za k = −9/4 i k = −5/3, u kategoriji jakih modula (modula koji imaju
konacˇnodimenzionalne svojstvene potprostore za L(0)). Iz Zhuove teorije slijedi da se
klasifikacija svodi na klasifikaciju ireducibilnih modula za Zhuovu algebru pridruzˇenu
Wk. Buduc´i da je ta Zhuova algebra kvocijent Smithove algebre R(g), za g(x, y) =
−(3x2 +(2k+3)x− (k+3)y), problem je povezan s klasifikacijom konacˇnodimenzionalnih
ireducibilnih reprezentacija pripadne Smithove algebre (cf. Poglavlje 5).
Ireducibilne module zaWk za k = −5/3 realiziramo kao odredene podalgebre Weylove
algebre. Koristit c´emo rezultate iz Poglavlja 4, gdje smo pokazali da je Weylova verteks
algebra W direktna suma tri ireducibilna Wk–modula.
Za k = −9/4 je realizacija ireducibilnih Wk–modula povezana s Bp–algebrama (cf.
[17]). Tu konstrukciju c´emo detaljnije istrazˇiti u Poglavlju 7.
6.1 Klasifikacija ireducibilnih reprezentacija zaWk(sl3, fθ)
za k = −9/4





Dokaz. Koristimo sljedec´u lemu:
Lema 6.1.2. S novim Virasoro vektorom ω, singularni vektor u Wk na nivou 3 za k =
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Buduc´i da je W 3 singularni vektor, W 3 generira maksimalni ideal J k u Wk i W 3 ≡
0 u prostom kvocijentu. G+(0)W 3 je takoder u maksimalnom idealu J k, te vrijedi
[G+(0)W 3] ∈ A(J k). Vrijedi
Lema 6.1.3. Projekcija vektora G+(0)W 3 u Smithovoj algebri je dana sa







Dokazi lema su tehnicˇki i dani su u Dodatku B.
Iz relacije

















Propozicija 6.1.4. Neka je k = −9/4. Definiramo
Sk = {(−1
2





(i) Za sve (x, y) ∈ Sk, L(x, y) je Wk–modul.
(ii) Pretpostavimo da je L(x, y) ireducibilniWk–modul s konacˇnodimenzionalnim tezˇinskim
potprostorima za L(0). Tada je (x, y) ∈ Sk.
Dokaz. Pokazˇimo tvrdnju (i). Iskoristit c´emo sljedec´u vazˇnu tvrdnju (cf. Poglavlje 2.4):
• Ako je M ireducibilni Wk–modul, tada su i Ψ(M), Ψ−1(M) ponovno ireducibilni
Wk–moduli.
Prvo uocˇimo da jeWk = L(0, 0), pa je prema tome L(0, 0)Wk–modul. Nadalje uocˇimo
da je Ψ(L(−1/2, 0)) = L(0, 0), pa je zato i L(−1/2, 0) = Ψ−1(L(0, 0)) modul za verteks
algebru Wk.
Konstrukcija modula L(−1/4,−1/4) je nesˇto tezˇa. Uocˇimo da je
Ψ(L(−1/4,−1/4)) = L(1/4,−1/2).
Pokazˇimo sada da L(1/4,−1/2) ima strukturu Wk–modula. Tvrdimo da vrijedi:
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Lema 6.1.5. L(1/4,−1/2) je Wk–modul.
U Poglavlju 7 c´emo konstruirati familiju Wk–modula M−1(r), r ∈ C, te pokazati da
se L(1/4,−1/2) mozˇe realizirati kao potkvocijent odM−1(r) za r = 1/4 (cf. Lema 7.3.1).
Slijedi da je i L(−1/4,−1/4) = Ψ−1(L(1/4,−1/2)) modul za Wk.
Dokazˇimo sad tvrdnju (ii). Neka je M =
⊕∞
n=0 M(n) Z≥0-graduirani ireducibilni
modul za Wk. Iz Zhuove teorije slijedi da je M(0) modul za Zhuovu algebru A(Wk) te je
[G+]([ω] + 1
2
) ≡ 0 na M(0).
Neka je vx,y vektor najvec´e tezˇine (x, y) zaM(0). Pretpostavimo da jeM(0) konacˇnodi-
menzionalan. Imamo dva slucˇaja:
(1) G+(0) ≡ 0 na M(0)
Buduc´i da je G+(0)vx,y = 0 na M(0) i G
−(0)G+(0)vx,y = g(x, y)vx,y, slijedi da je
g(x, y) = h1(x, y) = 0 ⇒ M(0) je 1-dimenzionalni modul za Zhuovu algebru. Sad




, yˆ = y − x− 1
2
.
Uocˇimo da je ŷ = −1
2
ako i samo ako je y = x. Prema tome za y 6= x na top
komponenti od M̂ vrijedi ponovno relacija G+(0) = 0, pa je zato top komponenta
M̂(0) 1–dimenzionalna i vrijedi h1(xˆ, yˆ) = 0. Sada
















koji ima jedinstveno rjesˇenje je (x, y) = (−1
2
, 0). Pogledajmo sada slucˇaj x = y.
Jednadzˇba h1(x, x) = 0 daje rjesˇenja x = 0 i x = −1/4.
(2) Preostaje pokazati da ne postoje ireducibilni Z≥0–graduirani moduliM =
⊕∞
n=0M(n)
Z≥0 takvi da je dimM(0) <∞ za koje vrijedi
(∗) L(0) ≡ −1
2
Id na M(0).
Pretpostavimo da je M = L(x, y) i y = −1/2. Neka je dimM(0) = i. Tada je Ψ(M)
modul najvec´e tezˇine (xˆ, yˆ), gdje je
xˆ = x+ i− 1 + 1
2
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Prvo uocˇimo da je
hi(1/2− i,−1/2) = −1
8
(2i− 1)(4i− 1) 6= 0
pa je prema tome nuzˇno x 6= −i+ 1
2
, tj. yˆ 6= −1
2
. Tada je h1(x+ i− 12 ,−x− i) = 0,
sˇto povlacˇi
x+ i ∈ {0,−1
4
}.
Sada c´emo iskoristiti uvjet hi(x,−1/2) = 0. Direktnim racˇunom dobivamo
hi(−i,−1/2) = 1/8(−1− 6i− 8i2) 6= 0,
hi(−1/4− i,−1/2) = −(11/16)− (3i)/2− i2 6= 0.
Kontradikcija. Ovim je tvrdnja dokazana.
6.2 Klasifikacija ireducibilnih reprezentacija zaWk(sl3, fθ)
za k = −5/3





Dokaz. Dokaz je analogan slucˇaju k = −9/4. Koristimo sljedec´u lemu:
Lema 6.2.2. S novim Virasoro vektorom ω, singularni vektor u Wk na nivou 4 za k =
−5/3 je dan sa




L(−4)1− 18J(−1)41 + 31J(−2)J(−1)21−







− 12L(−3)J(−1)1 + 46L(−2)J(−1)21−G+(−2)G−(−2)1+
+G+(−1)G−(−3)1− 18J(−1)G+(−1)G−(−2)1.
Buduc´i da je W 4 singularni vektor, W 4 generira maksimalni ideal J k u Wk i W 4 ≡
0 u prostom kvocijentu. (G+(0))2W 4 je takoder u maksimalnom idealu J k, te vrijedi
[(G+(0))2W 4] ∈ A(J k). Vrijedi
Lema 6.2.3. Projekcija vektora G+(0)W 3 u Smithovoj algebri je dana sa
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Dokazi lema su tehnicˇki i dani su u Dodatku B.
Iz relacije












Iz Propozicije 5.7 slijedi sljedec´i vazˇan kriterij.
Lema 6.2.4. Prepostavimo da je L(x, y)–ireducibilniWk–modul. Tada je U(x, y+x/2) =
0.
Propozicija 6.2.5. Neka je k = −5/3. Definiramo
Sk = {(−1
9






















(1) Za sve (x, y) ∈ Sk, L(x, y) je ireducibilni Wk–modul.
(2) Pretpostavimo da je L(x, y) ireducibilniWk–modul s konacˇnodimenzionalnim tezˇinskim
potprostorima za L(0). Tada je (x, y) ∈ Sk.
Dokaz. Dokazˇimo prvo tvrdnju (1). Propozicija 5.10 povlacˇi da je Weylova verteks algebra
W direktna suma tri ireducibilnaWk–modula. S novim Virasoro vektorom L = L+ 12DJ ,
najvec´e tezˇine s obzirom na (J(0), L(0)) su redom
• W (0) ima vektor najvec´e tezˇine 1, a najvec´a tezˇina je (0, 0)
• W (1) ima vektor najvec´e tezˇine a+−11, a najvec´a tezˇina je (1/3, 1/3)
• W (−1) ima vektor najvec´e tezˇine a−−11, a najvec´a tezˇina je (−1/3, 2/3).
Dakle, L(0, 0), L(1/3, 1/3) i L(−1/3, 2/3) su ireducibilniWk–moduli. Tvrdnja (1) sad
slijedi iz formula


























i cˇinjenice da su za svaki ireducibilniWk–modul M , Ψ(M) i Ψ−1(M) ponovno ireducibilni
Wk–moduli.
Dokazˇimo tvrdnju (2). Neka je M =
⊕∞
n=0M(n) Z≥0-graduirani ireducibilni modul
za Wk. Iz Zhuove teorije slijedi da je M(0) modul za Zhuovu algebru A(Wk) te je
[G+]2([ω] + 1
9
) ≡ 0 na M(0).
Neka je vx,y vektor najvec´e tezˇine (x, y) zaM(0). Pretpostavimo da jeM(0) konacˇnodi-
menzionalan. Imamo dva slucˇaja:
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(1) (G+(0))2 ≡ 0 na M(0)
Buduc´i da je (G+(0))2vx,y = 0 naM(0) iG
−(0)(G+(0))ivx,y = ihi(x, y)(G+(0))i−1vx,y,
slijedi da je h2(x, y) = 0 ili G
+(0)vx,y = 0 (odnosno h1(x, y) = 0) ⇒ M(0) je 1-
dimenzionalni ili 2-dimenzionalni modul za Zhuovu algebru. Sad pogledajmo modul
M̂ = Ψ(M). M̂ je modul najvec´e tezˇine (xˆ, yˆ) gdje je
xˆ = x+ i− 1 + 1
9
, yˆ = y − x− i+ 1− 1
9
.
Promotrimo prvo slucˇaj G+(0)vx,y = 0. Tada je xˆ = x +
1
9
, yˆ = y − x − 1
9
.
Uocˇimo da je ŷ = −1
9
ako i samo ako je y = x. Prema tome za y 6= x na top
komponenti od M̂ vrijedi ponovno relacija G+(0) = 0, pa je zato top komponenta
M̂(0) 1–dimenzionalna i vrijedi h1(xˆ, yˆ) = 0. Sada
















koji ima jedinstveno rjesˇenje (x, y) = (−1
9
, 0).




Pogledajmo sada slucˇaj h2(x, y) = 0. Vrijedi xˆ = x +
10
9





ako i samo ako je y = x + 1. Za y 6= x + 1 na top komponenti od M̂ opet
vrijedi relacija (G+(0))2 = 0, pa je zato top komponenta M̂(0) 1–dimenzionalna ili
2–dimenzionalna i vrijedi h1(xˆ, yˆ) = 0 ili h2(xˆ, yˆ) = 0.
Ako je M(0) 1-dimenzionalni modul za Zhuovu algebru, vrijedi
h1(x, y) = 0 = h2(x+
1
9
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Ako je M(0) 2-dimenzionalni modul za Zhuovu algebru, imamo dvije moguc´nosti:
ako je



















































) ne mozˇe biti Wk–modul.
U slucˇaju y = x+ 1, jednadzˇba h2(x, x+ 1) = 0 daje rjesˇenje x = −13 .
(2) Preostaje pokazati da ne postoje ireducibilni Z≥0–graduirani moduliM =
⊕∞
n=0M(n)
takvi da je dimM(0) <∞, za koje vrijedi
(∗) L(0) ≡ −1
9
Id na M(0).
Pretpostavimo da je M = L(x, y) i y = −1/9. Neka je dimM(0) = i. Tada je Ψ(M)
modul najvec´e tezˇine (xˆ, yˆ), gdje je
xˆ = x+ i− 1 + 1
9
, yˆ = y − x− i+ 1− 1
9
= −x− i+ 7
9
.
Prvo uocˇimo da je





pa je prema tome nuzˇno x 6= −i+ 8
9
, tj. yˆ 6= −1
9
. Tada je h1(x+i− 89 ,−x−i+ 79) = 0
ili h2(x+ i− 89 ,−x− i+ 79) = 0.
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Ako je h1(x+ i− 89 ,−x− i+ 79) = 0, vrijedi da je





Sada c´emo iskoristiti uvjet hi(x,−1/9) = 0. Direktnim racˇunom dobivamo
hi(−i+ 4/9,−1/9) = −1/9(3i− 1)(3i+ 1) 6= 0,
hi(−i+ 7/9,−1/9) = −1/9(3i− 1)(3i− 2) 6= 0.
Ako je h2(x+ i− 89 ,−x− i+ 79) = 0, vrijedi da je
x ∈ {−i+ 1
9
}.
Opet koristimo uvjet hi(x,−1/9) = 0. Direktnim racˇunom dobivamo
hi(−i+ 1/9,−1/9) = −1/9(3i+ 1)(3i+ 2) 6= 0.
Kontradikcija. Ovim je tvrdnja dokazana.
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Poglavlje 7
Realizacija Wk(sl3, fθ)-modula izvan
kategorije O za k = −9/4
U ovom poglavlju c´emo proucˇavati ireducibilne module za Bershadsky-Polyakov algebru
Wk(sl3, fθ) za k = −9/4. Pokazali smo da verteks algebra Wk ima samo tri ireducibilna
jaka modula (cf. Propozicija 6.1.4). Dokaz je slijedio iz relacije
[G+]([ω] + 1/2) = 0
u Zhuovoj algebri. Ova relacija sugerira da bi mogli postojati Z≥0–graduirani moduli s
najmanjom konformnom tezˇinom −1/2.
Bershadsky-Polyakov verteks algebraWk je dio serije verteks algebri koje se realiziraju
pomoc´u verteks algebri iz logaritamske konformne teorije polja, tzv. Bp–algebri ([17]).
Posebno, za p = 4 i k = −9/4 vrijedi upravo Wk ∼= B4.
Mi c´emo sad iskoristiti tu konstrukciju kako bi konstruirali familiju modula s najma-
njom konformnom tezˇinom −1/2 izvan kategorije O.
7.1 Realizacija Bershadsky-Polyakov verteks algebre
Wk(sl3, fθ)
Opiˇsimo prvo konstrukciju doublet verteks algebre A(4) koja je specijalni slucˇaj serije
verteks algebri A(p) iz cˇlanka D. Adamovic´a i A. Milasa [5].
Oznacˇimo s L parnu resˇetku.
L = Zγ + Zδ 〈γ, γ〉 = −〈δ, δ〉 = 2, 〈γ, δ〉 = 0.
Neka je A(4) verteks algebra generirana s







7.1. Realizacija Bershadsky-Polyakov verteks algebre Wk(sl3, fθ)
gdje je Q = e2γ0 screening operator. Vrijede slijedec´e relacije
a+4 a
− = −a−4 a+ = −201,
a+3 a
− = a−3 a
+ = 0,
a+2 a
− = −a−2 a+ = 2γ(−1)2 + 6γ(−2) = 8ωA(4).






































δ(−1) = 3(k + 1)j,
τ+0 τ
− = − 6
64















= −(k + 3)ω + 3J(−1)2 + 3(k + 1)
2
J(−2).
Propozicija 7.1.1. [17] Vrijedi:
Wk ∼= B4.
Dokaz. Gornji racˇun pokazuje da G± = τ±, j, ω generiraju podalgebru od A(4) ⊗ VZδ
izomorfnu nekom kvocijentu univerzalne Bershadsky-Polyakov algebre Wk. Oznacˇimo tu
podalgebru s U . Navedimo samo skicu dokaza prostote. Iz realizacije, te rezultata [17],
[5] se lako vidi da je U potpuno reducibilan modul za tenzorski produkt singlet verteks
algebre M(p) (za p = 4) koja je prosta (cf. [2], [4]), te Heisenbergove verteks algebre
generirane s δ(−1). Odavde lako slijedi da je U prosta verteks algebra i zato izomorfna
Wk.
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7.2 Konstrukcija familijeWk(sl3, fθ)–modula izvan ka-
tegorije O
Odaberimo sada novi Virasorov vektor
L = ω − 1
4
δ(−2).
Neka je D = Z(γ + δ). Tada je Wk realizirana kao podalgebra od
Π(0) = M(1)⊗ C[D].
Posebno, za sve s ∈ Z i r ∈ C vrijedi da je
Ms(r) := Π(0).esδ+r(γ+δ)
ireducibilni Π(0)–modul (cf. [14], [41]).
Vrijedi
L(n)esδ+r(γ+δ) = 0 (n ≥ 1)
L(0)esδ+r(γ+δ) =




−8r − 8rs− 4s2 − 2s
4
esδ+r(γ+δ)
Ove formule povlacˇe da je modul Ms(r) Z≥0–graduiran ako i samo ako je s = −1. Tada




Na ovaj nacˇin smo konstruirali beskonacˇnu seriju Z≥0–graduiranih Wk–modula s najma-
njom konformnom tezˇinom −1
2
.







M−1(r)(m), L(0)|M−1(r)(m) ≡ (−1
2
+m)Id.
Dokaz. Prvo uocˇimo da je e−δ+r(γ+δ) vektor (J(0), L(0))–tezˇine
(x, y) = (r − 1,−1/2).
Vrijedi:
G−(0)e−δ+r(γ+δ) = τ−1 e







































= (3r2 − 9r/2 + 15/8)e−δ+r(γ+δ)
= −(3x2 − (2k + 3)x− (k + 3)y)e−δ+r(γ+δ)
= −g(x, y)e−δ+r(γ+δ).
Teorem 7.2.2. Pretpostavimo da 4r /∈ Z za neki r ∈ C. Tada vrijedi:
(1) M−1(r)(0) je ireducibilan modul za Smithovu algebru R(g), gdje je
g(x, y) = −(3x2 − (2k + 3)x− (k + 3)y),
pri cˇemu je y = −1/2.
(2) Wk–modul M−1(r) je ireducibilan.
Dokaz. Iz gornjih formula slijedi da je komponenta najmanje tezˇine modula M−1(r) re-
alizirana kao
spanC{e−δ+(m+r)(γ+δ) | m ∈ Z}
i da je ona modul za Smithovu algebru R(g), gdje je g(x, y) = −(3x2−(2k+3)x−(k+3)y.
Djelovanje Smithove algebre R(g) je dano s






Fe−δ+(m+r)(γ+δ) = G−(0)e−δ+(m+r)(γ+δ) = −νe−δ+(m+r−1)(γ+δ)
Xe−δ+(m+r)(γ+δ) = J(0)e−δ+(m+r)(γ+δ) = (m+ r − 1)e−δ+(m+r)(γ+δ)
Y e−δ+(m+r)(γ+δ) = L(0)e−δ+(m+r)(γ+δ) = −1
2
e−δ+(m+r)(γ+δ)




) 6= 0 za sve
m ∈ Z, sˇto je ispunjeno ako 4r /∈ Z. Ovime je tvrdnja (1) dokazana.
Dokazˇimo (2). Buduc´i da je M−1(r) Z≥0–graduiran, iz relacije [G+]([ω] + 1/2) = 0 u
Zhuovoj algebri slijedi da eventualni podmodul mora imati najmanju konformnu tezˇinu
0 ili −1/2. Kako je vrh M−1(r)(0) ireducibilan modul za Zhuovu algebru tezˇine −1/2, a
nema vektora konformne tezˇine 0, to je nemoguc´e. Ovime je dokaz teorema zavrsˇen.
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7.3 Primjena na dokaz klasifikacije jakihW−9/4–modula
Konstrukciju Wk–modula Ms(r) i rezultate iz Teorema 7.2.2 c´emo iskoristiti kako bi
zavrsˇili dokaz klasifikacije jakih W−9/4–modula iz Poglavlja 6. Preostalo je dokazati:
Lema 7.3.1. L(1/4,−1/2) jeWk–modul, koji je realiziran kao potkvocijent odWk–modula
M−1(r) za r = 1/4.
Dokaz. Stavimo r = 1/4. Vrijedi














=⇒ U := 〈e−δ+r(γ+δ)〉 je pravi podmodul od M−1(r).
Neka je vx,y = e
−δ+(r+1)(γ+δ). Buduc´i da je
J(0)vx,y = J(0)e







G−(0)vx,y = G−(0)e−δ+(r+1)(γ+δ) = νe−δ+r(γ+δ) + U ∈ U,
slijedi da je vx,y vektor najvec´e tezˇine
(x, y) = (r,−1/2) = (1/4,−1/2)




Wk(sl3, fθ) za k ∈ Z, k ≥ −1
U ovom poglavlju c´emo proucˇavati ireducibilne module najvec´e tezˇine za Bershadsky-
Polyakov algebru Wk(sl3, fθ), za k cijeli broj vec´i ili jednak −1. Kao i u prethodnim po-
glavljima, za proucˇavanje modula zaWk c´emo koristiti rezultate o konacˇnodimenzionalnim
reprezentacijama Smithove algebre (cf. Poglavlje 5).
U cˇlanku T. Arakawe [9] su klasificirani konacˇnodimenzionalni ireducibilni moduli za
Bershadsky-Polyakov algebruWk u slucˇaju kada je k polucijeli broj, te je za takve k kons-
truirana familija singularnih vektora. U ovom poglavlju generaliziramo tu konstrukciju
za k cijeli broj vec´i ili jednak −1 (cf. Lema 8.1.1). Takoder pokazujemo da su tada tezˇine
(x, y) ireducibilnih reprezentacija od Wk nuzˇno nultocˇke polinoma hi(x, y) = 0 (uvedenih
u Poglavlju 5.3).
Medutim, dokazati da ti moduli zaista postoje, odnosno realizirati ih kao Wk–module
predstavlja znatno tezˇi problem. Mi c´emo ga u ovoj disertaciji pokazati samo u slucˇajevima
k = −1, 0. IreducibilneWk–module za k = −1 c´emo realizirati pomoc´u rezultata iz cˇlanka
D. Adamovic´a, V. G. Kaca, P. Mo¨seneder-Frajrije, P. Papija i O. Persˇea [6]. Za k = 0 c´emo
konstruiratiWk–module kao bozonsku varijantu fermionske realizacije algebreW0(sl3, fθ)
iz cˇlanka [11].
8.1 Nuzˇni uvjet za Wk(sl3, fθ)–module, k ∈ Z, k ≥ −1
Kako je Zhuova algebra A(Wk) kvocijent Smithove algebre R(g), za g(x, y) = −(3x2 −
(2k+ 3)x− (k+ 3)y), pri proucˇavanju Wk–modula sluzˇimo se svojstvima konacˇnodimen-
zionalnih reprezentacija Smithove algebre (cf. Poglavlje 5).
U Propoziciji 5.3.1 smo pokazali da za svaki (x, y) ∈ C postoji ireducibilna reprezen-
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tacija L(x, y) od Wk generirana vektorom najvec´e tezˇine vx,y takva da je
J(0)vx,y = xvx,y, J(n)vx,y = 0 za n > 0,
L(0)vx,y = yvx,y, L(n)vx,y = 0 za n > 0,
G−(n− 1)vx,y = G+(n)vx,y = 0 za n ≥ 1.
Oznacˇimo sa W˜k kvocijent od Wk po idealu generiranom vektorima
(G+(−1))n1, (G−(−2))n1,
za n = k + 2, gdje je k ∈ Z, k ≥ −1. U ovom potpoglavlju c´emo pokazati da su vektori
(G+(−1))n1, (G−(−2))n1 singularni, te da su kandidati za ireducibilne reprezentacije od
W˜k sadrzˇani u skupu





(g(x, y) + g(x+ 1, y) + ...+ g(x+ i− 1, y))
= −i2 + ki− 3xi+ 3i− 3x2 − k + 2kx+ 6x+ ky + 3y − 2.
Prvo dokazujemo da su vektori (G+(−1))n1, (G−(−2))n1 singularni.
Lema 8.1.1. Vektori
(G+(−1))n1, (G−(−2))n1.
su singularni u Wk za n = k + 2, gdje je k ∈ Z, k ≥ −1.
Dokaz. Prvo dokazujemo da je (G−(−2)k+21 singularan vektor uWk. Tvrdimo da vrijedi
G+(1)G−(−2)n1 = 3n(k − (n− 2))J(−1)G−(−2)n−11+
n(n− 1)(k − (n− 2))G−(−3)G−(−2)n−21.
Tvrdnju dokazujemo indukcijom. Pretpostavimo da je
G+(1)G−(−2)n−11 = 3(n− 1)(k − (n− 3))J(−1)G−(−2)n−21+
(n− 1)(n− 2)(k − (n− 3))G−(−3)G−(−2)n−31.
Vrijedi
G+(1)G−(−2)n1 = ([G+(1), G−(−2)] +G+(1)G−(−2))G−(−2)n−11
= (3J2(−1) + 3(k + 1)J(−1)− (k + 3)L(−1))G−(−2)n−11+
+G−(−2)G+(1)G−(−2)n−11
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= −6(n− 1)J(−1)G−(−2)n−11 + 3(k + 1)J(−1)G−(−2)n−11−
− (k + 3)(n− 1)G−(−3)G−(−2)n−21+
+G−(−2)(3(n− 1)(k − (n− 3))J(−1)G−(−2)n−21+
+ (n− 1)(n− 2)(k − (n− 3))G−(−3)G−(−2)n−31)
= (3kn− 3n2 + 6n)J(−1)G−(−2)n−11+
+ (kn2 − kn− n3 + 3n2 − 2n)G−(−3)G−(−2)n−21
= 3n(k − (n− 2))J(−1)G−(−2)n−11+
+ n(n− 1)(k − (n− 2))G−(−3)G−(−2)n−21.
Zatim, tvrdimo da vrijedi
G+(2)G−(−2)n1 = 2n(k − (n− 2))(k − (n− 2) + n/2)G−(−2)n−11.
Tvrdnju dokazujemo indukcijom. Pretpostavimo da je
G+(2)G−(−2)n−11 = 2(n− 1)(k − (n− 3))(k − (n− 3) + (n− 1)/2)G−(−2)n−21.
Vrijedi
G+(2)G−(−2)n1 = ([G+(2), G−(−2)] +G+(2)G−(−2))G−(−2)n−11
= (3J2(0) + (4k + 3)J(0)− (k + 3)L(0)+
(k + 1)(2k + 3))G−(−2)n−11 +G−(−2)G+(2)G−(−2)n−11
= 3(n− 1)2G−(−2)n−11− (n− 1)(4k + 3)G−(−2)n−11
− (2n− 2)(k + 3)G−(−2)n−11 + (k + 1)(2k + 3)G−(−2)n−11+
+ 2(n− 1)(k − (n− 3))(k − (n− 3) + (n− 1)/2)G−(−2)n−21
= (2k2n− 3kn2 + 8kn+ n3 − 6n2 + 8n)G−(−2)n−11
= 2n(k − (n− 2))(k − (n− 2) + n/2)G−(−2)n−11.
Dokazˇimo da je (G+(−1))k+21 singularni vektor u Wk. Tvrdimo da je
G−(1)G+(−1)n1 = −n(k − (n− 2))(2k − (n− 4))G+(−1)n−11.
Tvrdnju dokazujemo indukcijom. Pretpostavimo da je
G−(1)G+(−1)n−11 = −(n− 1)(k − (n− 3))(2k − (n− 5))G+(−1)n−21.
Vrijedi
G−(1)G+(−1)n1 = ([G−(1), G+(−1)] +G+(−1)G−(1))G+(−1)n−11
= (−3J2(0) + (5k + 6)J(0) + (k + 3)L(0)−
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− (k + 1)(2k + 3))G+(−1)n−11 +G+(−1)G−(1)G+(−1)n−11
= (−3(n− 1)2 + (n− 1)(5k + 6) + (n− 1)(k + 3)− (k + 1)(2k + 3)−
− (n− 1)(k − (n− 3))(2k − (n− 5)))G+(−1)n−11
= −(2k2n− 3kn2 + 8kn+ n3 − 6n2 + 8n)G+(−1)n−11
= −n(k − (n− 2))(2k − (n− 4))G+(−1)n−11.
Prostor L(x, y)top = {v ∈ L(x, y) : L(0)v = yv} je razapet vektorima {(G+(0))ivx,y : 0 ≤ i},
te vrijedi relacija (cf. Lema 5.3.3)
G−(0)G+(0)ivx,y = ihi(x, y)G+(0)i−1vx,y.
Neka je dimL(x, y)top = i. Iz Leme 5.3.5 dobivamo
ψ(L(x, y)) ∼= L(x+ i− 1− 2k + 3
3
, y − x− i+ 1 + 2k + 3
3
),
gdje je ψ(L(x, y)) Wk-modul definiran u poglavlju 5.3.
Vidimo da su kandidati za najvec´e tezˇine (x, y) ireducibilnih reprezentacija najvec´e
tezˇine L(x, y) dani rjesˇenjima jednadzˇbe
hi(x, y) = hj(x+ i− 1− 2k + 3
3
, y − x− i+ 1 + 2k + 3
3
). (8.1.1)
U cˇlanku [9] je pokazano da jednadzˇba (8.1.1) ima jedinstveno racionalno rjesˇenje kada
je k polucijeli broj vec´i ili jednak od −3/2. Preciznije, vrijedi:
Lema 8.1.2 ([9], Proposition 2.4.). Neka je dimL(x, y)top = i, dimψ(L(x, y))top = j i
neka je k = p/2 − 3, p neparan cijeli broj vec´i ili jednak 3. Tada jednadzˇba (8.1.1) ima




(−2i− j + 2k + 6),
yi,j =
i2 + ji− ki− 3i+ j2 − 6j − 2jk + 3k + 6
3(k + 3)
,
za svaki 1 ≤ i ≤ k + 2, 1 ≤ j ≤ k + 3− i.
Medutim, kada je k cijeli broj vec´i ili jednak −1, rjesˇenje jednadzˇbe (8.1.1) mozˇe
izgledati drugacˇije. Sljedec´a lema pokazuje da se za i+ j = k + 3 krivulje
hi(x, y) = 0
i
hj(x+ i− 1− 2k + 3
3
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podudaraju.
Dakle, primjenom automorfizma ψ nec´emo dobiti nova rjesˇenja, no zbog potpunosti
ostavljamo ovaj rezultat.
Lema 8.1.3. Za i+ j = k + 3 vrijedi jednakost:
hi(x, y) = hj(x+ i− 1− 2k + 3
3




xˆ = x+ i− 1− 2k + 3
3
,
yˆ = y − x− i+ 1 + 2k + 3
3
.
Iz definicije polinoma hi(x, y) dobivamo:
hi(x, y) = (−3x2 − 3ix+ 2kx+ 6x) + (ky + 3y) + (−i2 + ki+ 3i− k − 2),
hk+3−i(xˆ, yˆ) = −(k + 3− i)2 + k(k + 3− i)− 3(x+ i− 1− 2k + 3
3
)(k + 3− i)
+ 3(k + 3− i)− 3(x+ i− 1− 2k + 3
3
)2 − k
+ 2k(x+ i− 1− 2k + 3
3
) + 6(x+ i− 1− 2k + 3
3
)
+ k(y − x− i+ 1 + 2k + 3
3
) + 3(y − x− i+ 1 + 2k + 3
3
)
= (−3x2 − 9x+ 12x+ 6x− 3x+ 3xi− 3kx− 6xi+ 4kx+ 2kx− kx)+
+ (ky + 3y) + (−i2 + 2ki+ +6i− k2 − 6k − 9 + k2 + 3k − ki+ 3i2−
− 5ki− 15i+ 2k2 + 12k + 18 + 3k + 9− 3i− 3i2 + 4ki+
+ 12i− 4
3
k2 − 8k − 12− k + 2ki− 2k − 4
3
k2 + 6i− 6− 4k−
− 6− ki+ k + 2
3
k2 + k − 3i+ 3 + 2k + 1)
= (−3x2 − 3ix+ 2kx+ 6x) + (ky + 3y) + (−i2 + ki+ 3i− k − 2).
Zakljucˇujemo da vrijedi hi(x, y) = hk+3−i(xˆ, yˆ).
Sada dolazimo do glavnog rezultata ovog potpoglavlja, koji nam daje kandidate za
ireducibilne Wk–module najvec´e tezˇine.
Propozicija 8.1.4. Neka je k ∈ Z, k ≥ −1. Skup klasa ekvivalencije ireducibilnih W˜k-
modula je sadrzˇan u skupu
Sk = {L(x, y) |hi(x, y) = 0, 1 ≤ i ≤ k + 2} .
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Dokaz. Neka je L(x, y) ireducibilni W˜k-modul s vektorom najvec´e tezˇine vx,y. Tada je
L(x, y) ireducibilni kvocijent Vermaovog Wk–modula M(x, y). Buduc´i da je
(G+(−1))k+21 = 0
u W˜k, slijedi da je G+(z)k+2vx,y = 0. Zakljucˇujemo da na L(x, y)top vrijedi relacija
(G+(0))k+2vx,y = 0.
To povlacˇi da u Vermaovom modulu M(x, y), vektor G+(0)k+2vx,y lezˇi u maksimalnom
podmodulu.
Zakljucˇujemo da je vektor G+(0)ivx,y singularan u Vermaovom modulu za neki 1 ≤
i ≤ k + 2, te vrijedi
G−(0)G+(0)i−1vx,y = 0
za neki 1 ≤ i ≤ k + 2.
Slijedi da je L(x, y)top i-dimenzionalan za neki 1 ≤ i ≤ k + 2, te iz Propozicije 5.3.4
dobivamo da vrijedi hi(x, y) = 0, za neki 1 ≤ i ≤ k + 2.
Ovime smo pokazali da je skup klasa ekvivalencije ireducibilnih W˜k-modula sadrzˇan
u skupu
Sk = {L(x, y) | hi(x, y) = 0, i = 1, . . . , k + 2}.
U sljedec´em primjeru vidimo da za k = 0, 1, 2, rjesˇavajuc´i jednadzˇbu (8.1.1) za i+ j =
k + 3 dobivamo krivulje, dok za i+ j 6= k + 3 dobivamo jedinstvena racionalna rjesˇenja.
Primjer 8.1.5. (1) Slucˇaj k = 0
h1(x, y) = −3x2 + 3x+ 3y
h2(x, y) = −3x2 + 3y
• i = 1, j = 2 =⇒ x2 − x− y = 0,
• i = 2, j = 1 =⇒ x2 − y = 0.
(2) Slucˇaj k = 1
h1(x, y) = −3x2 + 5x+ 4y
h2(x, y) = −3x2 + 2x+ 4y + 1
h3(x, y) = −3x2 − x+ 4y
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• i = 1, j = 2 =⇒ x = 4
3
, y = −1
3
,
• i = 1, j = 3 =⇒ −3x2 + 5x+ 4y = 0,
• i = 2, j = 1 =⇒ x = 1, y = 0,
• i = 2, j = 2 =⇒ −3x2 + 2x+ 4y + 1 = 0,
• i = 3, j = 1 =⇒ −3x2 − x+ 4y = 0.
(3) Slucˇaj k = 2
h1(x, y) = −3x2 + 7x+ 5y
h2(x, y) = −3x2 + 4x+ 5y + 2
h3(x, y) = −3x2 + x+ 5y + 2
h4(x, y) = −3x2 − 2x+ 5y
• i = 1, j = 2 =⇒ x = 1
2
, y = −11
20
,
• i = 1, j = 3 =⇒ x = 5
3
, y = −2
3
,
• i = 1, j = 4 =⇒ −3x2 + 7x+ 5y = 0,
• i = 2, j = 1 =⇒ x = 5
3
, y = − 1
15
,
• i = 2, j = 2 =⇒ x = 2
3
, y = − 4
15
,
• i = 2, j = 3 =⇒ −3x2 + 4x+ 5y + 2 = 0,
• i = 3, j = 1 =⇒ x = 1, y = 0,
• i = 3, j = 2 =⇒ −3x2 + x+ 5y + 2 = 0,
• i = 4, j = 1 =⇒ −3x2 − 2x+ 5y = 0.
8.2 Realizacija ireducibilnih Wk–modula za k = −1
U ovom potpoglavlju c´emo pokazati da su za k = −1, ireducibilni Wk–moduli para-
metrizirani nultocˇkama polinoma h1(x, y). U cˇlanku D. Adamovic´a, V. G. Kaca, P.
Mo¨seneder-Frajrije, P. Papija i O. Persˇea [6] dokazano je da je Bershadsky-Polyakov
algebra Wk(sl3.fθ) za k = −1 izomorfna Heisenbergovoj verteks algebri M(1), odnosno
W−1 ∼= M(1).
Preciznije govorec´i, za k = −1 generatori G± od Wk su elementi maksimalnog ideala, pa
zbog toga vrijedi G± = 0 u prostom kvocijentu Wk.
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Takoder vrijedi da za k = −1 imamo konformno ulaganje (ulaganje koje cˇuva Vi-









a novi Virasorov vektor je









Poznato je da su svi ireducibilni moduli za Heisenbergovu verteks-algebru M(1) oblika
M(1, x) za neki x ∈ C, pri cˇemo J(0) djeluje na M(1, x) kao xId. Tada L(0) djeluje na







Ovim smo pokazali da se najvec´e tezˇine ireducibilnih W−1 = M(1)–modula poduda-
raju s nultocˇkama polinoma h1(x, y) = −3x2 + (2k + 3)x+ (k + 3)y za k = −1.
Teorem 8.2.1. Skup
S−1 = {L(x, y) | h1(x, y) = 0}
daje sve ireducibilne W−1–module.
8.3 Realizacija ireducibilnih Wk–modula za k = 0
U ovom potpoglavlju c´emo klasificirati ireducibilne W0–module najvec´e tezˇine, odnosno
konstruirat c´emo ireducibilne reprezentacije iz Propozicije 8.1.4 u slucˇaju k = 0.
Vazˇan korak u konstrukciji je fermionska realizacija odredenih prostih W–algebri
Wk(g, fθ), na nivou k = 0, iz cˇlanka T. Arakawe, T. Creutziga, K. Kawasetsua i A.
Linshawa [11]. Mi c´emo napisati bozonsku varijantu te realizacije za W0 = W0(sl3, fθ),
iz koje se mozˇe dobiti potrebna konstrukcija modula najvec´e tezˇine za W0.
Fermionska realizacija
Simplekticˇki fermioni A(1) su definirani u Poglavlju 2.3.3 kao verteks algebra generirana
neparnim poljima b i c. Verteks algebra A(1) ima sljedec´i Virasorov vektor centralnog
naboja c = −2:
ωA(1) =: bc : .
Neka je F Cliffordova verteks algebra generirana neparnim poljima Ψ+ and Ψ− (cf.
Poglavlje 2.3.4). Neka je M(1) Heisenbergova verteks podalgebra od F generirana s
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α :=: Ψ+Ψ− :. Verteks algebre M(1) i F imaju sljedec´i Virasorov vektor centralnog




: αα : .
Teorem 8.3.1. [11] Postoji netrivijalni homomorfizam verteks algebri
Φ :W0 = W0(sl(3), fθ) → F ⊗A(1)
J 7→ : Ψ+Ψ− :
T 7→ ωF + ωA(1)
G+ 7→
√
3 : Ψ+b :
G− 7→
√
3 : Ψ−c : .
Bozonska realizacija
Iz Propozicije 8.1.4 slijedi da svaka ireducibilna reprezentacija najvec´e tezˇine odW0 mora
nuzˇno imati tezˇinu (x, x2+(i−1)x) za i = 0, 1. Preostaje dokazati da takve ireducibilne re-
prezentacije zaista postoje. U Teoremu 8.3.2 c´emo konstruirati ireducibilne reprezentacije
s tocˇno tim tezˇinama, sˇto c´e nam dati klasifikaciju za slucˇaj k = 0.
Neka je VL = M(1) ⊗ C[L] verteks algebra pridruzˇena resˇetki L = Zα1 + Zα2 takva
da je
〈αi, αj〉 = δi,j, i, j = 1, 2.
Promatramo podalgebru V [D] = M(1)⊗ C[D] od VL, gdje je D = Z(α1 + α2). Za svaki
x ∈ C, i = 0, 1,
V [D − iα1 − x(α1 − α2)] = V [D].e−iα1−x(α1−α2)
je ireducibilni V [D]–modul.
Teorem 8.3.2. [8]














(2) W0 ima dvije familije ireducibilnih modula najvec´e tezˇine Ui(x), i = 0, 1, x ∈ C
realizirane kao
Ui(x) = W0(sl(3), θ).e
−iα1−x(α1−α2),
Najvec´a tezˇina od Ui(x) s obzirom na (J0, L0) je (x, x
2 + (i− 1)x).
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Dokaz. Uocˇimo prvo da se Cliffordova verteks algebra F mozˇe ulozˇiti u verteks algebru
VL tako da vrijedi




Simplekticˇki fermioni A(1) su takoder podalgebra of VL takva da je
b = eα1 , c = −α1(−1)e−α1 , ωA(1) = 1
2
(α1(−1)2 − α1(−2)).
Sada fermionska realizacija iz Teorema 8.3.1 daje eksplicitnu bozonsku realizaciju.
Oznacˇimo
α1 + α2 = γ, −α1 − α2 = δ.











δ = 0 za t ≥ 2.
Direktnim racˇunom dobivamo
G+2 G
− = −3eα1+α22 α1(−1)e−α1−α2
= −3α1(−1)eα1+α22 e−α1−α2 + 3eα1+α21 e−α1−α2
= 31 = (k + 1)(2k + 3)1,
G+1 G
− = −3eα1+α21 α1(−1)e−α1−α2
= −3α1(−1)eα1+α21 e−α1−α2 + 3eα1+α20 e−α1−α2
= −3α1(−1) + 3(α1 + α2)(−1)
= 3α2(−1) = 3(k + 1)J,
G+0 G
− = −3eα1+α20 α1(−1)e−α1−α2
= −3α1(−1)eα1+α20 e−α1−α2 + 3eα1+α2−1 e−α1−α2

















= 3J2−1 + 3J−2 − 3L−2 = 3J2−1 + (2k + 3)J−2 − (k + 3)L−2.
Ovim je tvrdnja (1) dokazana.
Tvrdnja (2) slijedi iz cˇinjenice da su vektori e−iα1−x(α1−α2) upravo vektori najvec´e
tezˇine za W0 i da je najvec´a tezˇina basˇ (x, x2 + (i− 1)x).
Dakle,W0 ima dvije familije modula najvec´e tezˇine (x, x2+(i−1)x), i = 0, 1. Posebno,




U ovom poglavlju dokazujemo Lemu 4.1.2 i Lemu 4.1.3 koje su potrebne za konstrukciju
ulaganja Bershadsky-Polyakov algebre Wk u Weylovu verteks algebru za k = −5/3 (cf.
Propozicija 4.1.1 u Poglavlju 4).







1. Tada je ω Virasorov vektor centralnog
naboja c = −1.







= (a+0 ω)m+n+1 + n(a
+

























= (a−0 ω)m+n+1 + n(a
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(m+ 1) + n)a−n+m.
































































































































= (n1 − 1
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Sada mozˇemo izracˇunati produkte G+2 G
−, G+1 G
















slijedi da jedine ne-nul elemente u produktu G+2 G
− dobivamo ako vrijedi m ≥ 1,






































slijedi da jedine ne-nul elemente u produktu G+1 G
− dobivamo ako vrijedi m ≥ 0,
































































slijedi da jedine ne-nul elemente u produktu G+0 G
− dobivamo ako vrijedi m ≥ −1,
m ≤ 1 + l ≤ 1 ⇒ m = 1 i l = 0, m = 0 i l = 0, m = 0 i l = −1, m = −1 i l = 0,










1, slijedi da je
G+0 G
























































































































































Racˇuni za singularne vektore W3 i W4
U ovom poglavlju dokazujemo formule za singularne vektore W3 i W4, te njihove projekcije
u Zhuovu algebru. Singularni vektori W3 i W4 su nam potrebni za klasifikaciju ireduci-
bilnih jakih modula za Wk(sl3, fθ) u slucˇajevima k = −9/4 i k = −5/3 (cf. Propozicija
6.1.4 i Propozicija 6.2.5 u Poglavlju 6). Takoder, singularni vektor W4 je kljucˇan za kons-
trukciju ulaganja Bershadsky-Polyakov algebreWk(sl3, fθ) u Weylovu verteks algebru (cf.
Poglavlje 4.)
B.1 Racˇuni za singularni vektor W3
Lema B.1.1. Singularni vektor za Heisenberg-Virasoro dio algebreWk(=Wk(sl3, fθ)) na




L−31− 9(k + 2)
(2k + 3)2
J3−11− 3J−2J−11−









U slucˇajevima k = −9
4
i k = −1
2
, W3 je singularni vektor za Wk.
Dokaz. Neka je





singularni vektor za Wk tezˇine 0 na nivou 3, zapisan u PBW bazi.
Iz definicije singularnog vektora slijedi
• L1W3 = 0
(1) L1L−31 = 4L−21
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(3) L1J−2J−11 = 2J2−11
(4) L1J−31 = 3J−21







−11 + 3(k + 1)J−21− 2(k + 3)L−21
• L2W3 = 0
(1) L2L−31 = 0
(2) L2J
3
−11 = (2k + 3)J−11
(3) L2J−2J−11 = 0
(4) L2J−31 = 3J−11









• J1W3 = 0
(1) J1L−31 = J−21
(2) J1J
3
−11 = (2k + 3)J
2
−11
(3) J1J−2J−11 = 13(2k + 3)J−21
(4) J1J−31 = 0













(k + 1)J−21− (k + 3)L−21
Pomoc´u ovih relacija dobivamo sustav jednadzˇbi
• L1W3 = 0 =⇒
4A1 − 2(k + 3)A6 = 0
3A4 + 3A5 + 3(k + 1)A6 = 0
2A3 + 6A6 = 0
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• L2W3 = 0 =⇒






(k + 1)A6 = 0
• J1W3 = 0 =⇒
1
3




(k + 1)A6 +
1
3
(2k + 3)A3 = 0
A5 + (2k + 3)A2 + 3A6 = 0




L−31− 9(k + 2)
(2k + 3)2
J3−11− 3J−2J−11−









Iz definicije singularnog vektora slijedi da je G+1 W3 = 0, te dobivamo relacije





−11 = −G+−21 + 3J−1G+−11
(3) G+1 J−2J−11 = G
+
−21− J−1G+−11
(4) G+1 J−31 = −G+−21





−11 = −3(k + 1)G+−21 + 3(k + 1)J−1G+−11.
Vrijede sljedec´e jednadzˇbe:
2A1 − A2 + A3 − A4 − 32A5 − 3(k + 1)A6 = 0,








− 3 + 2(k
2 + 4k + 6)
(2k + 3)
− 9(k + 3)
2(2k + 3)
− 3(k + 1) = 0,





+ 3(k + 1) = 0.
Rjesˇenja ovog sustava su k = −9
4
, k = −1
2
i k = −3. Buduc´i da je c = − (2k+3)(3k+1)
k+3
,
ostaju nam vrijednosti k = −9
4




B.2. Racˇuni za singularni vektor W4 i projekcija u Zhuovoj algebri
Iz gornjih racˇuna slijedi:












B.2 Racˇuni za singularni vektor W4 i projekcija u
Zhuovoj algebri


















−11 + A5J−3J−11 + A6J
2
−21 + A7J−41+












singularni vektor u Wk na nivou 4, zapisan u PBW bazi.
Iz definicije singularnog vektora slijedi:








(4) L1J−2J2−11 = 2J
3
−11
(5) L1J−3J−11 = 3J−2J−11
(6) L1J
2
−21 = 4J−2J − 1−11
(7) L1J−41 = 4J−31
(8) L1L−2J−21 = 6J−31 + 2L−2J−11
(9) L1L−3J−11 = 4L−2J−11





















−11+ 3(k+ 1)J−2J−11− 2(k+ 3)L−2J−11+ 2(k+ 3)J−31.
• L2W3 = 0
(1) L2L
2
−21 = (8 + c)L−21
(2) L2L−41 = 6L−21
(3) L2J
4











(7) L2J−41 = 4J−21
(8) L2L−2J−21 = (8 + c2)J−21
(9) L2L−3J−11 = 5J−21





































J−21− (k + 3)L−21.
• J1W3 = 0
(1) J1L
2
−21 = 2L−2J−11− J−31


















(7) J1J−41 = 0
(8) J1L−2J−21 = J−2J−11
(9) J1L−3J−11 = J−2J−11− (2k+3)3 L−31



























































(9) J2L−3J−11 = 2J2−11




















J−21− (k + 3)L−21
(13) J2J−1G+−1G
−
−11 = 3(k + 1)J
2
−11.
















(7) L3J−41 = 4J−11
(8) L3L−2J−21 = 10J−11
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(9) L3L−3J−11 = (6 + 2c)J−11










−21 = 18(k + 1)J−11
(13) L3J−1G+−1G
−
−11 = 6(k + 1)(k + 2)J−11.








(4) J3J−2J2−11 = 0




(7) J3J−41 = 0
(8) J3L−2J−21 = 0
(9) J3L−3J−11 = 0










−21 = 6(k + 1)J−11
(13) J3J−1G+−1G
−
−11 = (k + 1)(2k + 3)J−11.
Dobivamo sljedec´i sustav jednadzˇbi:
• L1W4 = 0 =⇒
3A1 + 5A2 − 2(k + 3)A12 = 0
2A4 + 6A13 = 0
3A5 + 4A6 + 6A10 + 12A12 = 0
4A7 + 6A8 + 6(k + 1)A12 + 2(k + 3)A13 = 0
2A8 + 4A9 − 2(k + 3)A13 = 0
3A11 + 3A12 = 0
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• L2W4 = 0 =⇒
(8 + c)A1 + 6A2 +
1
3
(2k + 3)A10 − 72(k + 3)A11 − 52(k + 3)A12 − (k + 3)A13 = 0




























• J1W4 = 0 =⇒




(2k + 3)A10 − (k + 3)A13 = 0
4
3
(2k + 3)A3 + A10 + 3A13 = 0
2
3
(2k + 3)A4 + A8 + A9 + 6A12 +
3
2
(k + 1)A13 = 0
1
3
(2k + 3)A9 − (k + 3)A12 = 0








(2k + 3)A6 +
3
2
(k + 1)A11 +
9
2
(k + 1)A12 = 0
2
3
(2k + 3)A4 + 2A9 + 3A11 +
3A12 + 3(k + 1)A13 = 0
2
3
(2k + 3)A8 − (k + 3)A11 − (k + 3)A12 = 0





• J3W4 = 0 =⇒
3A1+3A2+(2k+3)A5+2(2k+3)A10+3(k+1)A11+6(k+1)A12+(2k+3)(k+1)A13 = 0
Rjesˇenja sustava su dana sa:


































Lema B.2.2. Za projekcije elemenata PBW baze u Zhuovoj algebri A(Wk) ∼= C[x, y]
vrijede sljedec´e relacije:
(1) [L2−21] = y
2 + 2y,
(2) [L−41] = 3y
(3) [J4−11] = x
4
(4) [J−2J2−11] = −x3
(5) [J−3J−11] = x2
(6) [J2−21] = x
2
(7) [J−41] = −x
(8) [L−2J−21] = −xy − 2x
(9) [L−3J−11] = −2xy − x




1] = 3x2 − 3
2




2 − 3(k + 1)x− 2(k + 3)y
(13) [J−1G+−1G
−
1] = −3x3 + 3
2
(k + 1)x2 + (k + 3)xy
Dokaz. Vrijedi:
(L−n−2 + 2L−n−1 + L−n)v ∈ O(V ),
pa je [L−31] = −2[L−21] = −2y.
(1) Vrijedi da je
[(L−21 + L−1)n1] = [(Ln−21] = y
n,
te je [(L−21 + L−11)L−21] = [L2−21 + L−31]
=⇒ [L2−21] = y2 − [L−31] = y2 + 2y.
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(2) [L−41 + 2L−31 + L−21] = 0,
=⇒ [L−41] = −2[L−31]− [L−21] = 3y.
Buduc´i da je
[J−i1−1...J−in−11] = (−1)i1+...+in [(Jn−11] = (−1)i1+...+inxn,
imamo sljedec´e relacije:
(3) [(J4−1] = x
4,
(4) [J−2J2−1] = −[(J3−1] = −x3,
(5) [J−3J−1] = x2,
(6) [J2−2] = x
2,
(7) [J−4] = −x.
(8) [L−2J−2] = −xy − 2x











= [L−2J−2] + 2[L−1J−2] + [L0J−2]
= [L(−2J−2]− 2∆J−2 [J−2] + ∆J−2 [J−2]
= [L−2J−2]−∆J−2(−y)
=⇒ [L−2J−2] = −xy − 2x.














= [L−3J−1] + 2[L−2J−1] + [L−1J−1]
= [L−3J−1] + 2(xy + x)− x,
=⇒ [L−3J−1] = −2xy − x.
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(10) [L−2J2−1] = x
2y + 2x2
















= [L−2J2−1]− 2∆J2−1 [J2−1] + ∆J2−1 [J2−1]
= [L−2J2−1]−∆J2−1x2
= [L−2J2−1]− 2x2
=⇒ [L−2J2−1] = x2y + 2x2.
(11) [G+−2G
−] = 3x2 − 3
2


















−] = −[G+−1G−]. Vrijedi:



















−] = −[G+0 G−], te [G+−2G−] = [G+0 G−]. Buduc´i da je
G+0 G
− = 3J2−1 +
3(k + 1)
2
J−2 − (k + 3)L−2,
imamo
[G+0 G
−] = 3[J2−1] +
3(k + 1)
2
[J−2]− (k + 3)[L−2]
= 3x2 − 3
2
(k + 1)x− (k + 3)y,




2 − 3(k + 1)x− 2(k + 3)y
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−2] = −3[G+−1G−]− [G+−2G−]
= 2[G+−2G
−],
=⇒ [G+−1G−−2] = 6x2 − 3(k + 1)x− 2(k + 3)y.
(13) [J−1G+−1G
−] = −3x3 + 3
2
(k + 1)x2 + (k + 3)xy
[J−11] ∗ [G+−1G−] = −x(3x2 −
3
2















=⇒ [J(−1)G+−1G−] = −3x3 + 32(k + 1)x2 + (k + 3)xy.
B.3 Racˇuni za singularni vektor W 3 i projekcija u
Smithovoj algebri









Neka je konformni vektor ω = ω + 1
2
DJ takav da je ωn+1 = L(n).
Lema B.3.1. S novim Virasoro vektorom ω, singularni vektor u Wk na nivou 3 za k =
−9/4 je dan sa
W 3 = A1L(−3)1 + A2J(−1)31 + (A3 − 1
2
A5)J(−2)J(−1)1 + (A4 − A1)J(−3)1+
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Dokaz. Buduc´i da je





(1) L−31 = L(−3)1− J(−3)1
(2) J3−11 = J(−1)31
(3) J−2J−11 = J(−2)J(−1)1
(4) J−3 = J(−3)1






W 3 = A1L(−3)1 + A2J(−1)31 + (A3 − 1
2
A5)J(−2)J(−1)1 + (A4 − A1)J(−3)1+
+ A5L(−2)J(−1)1 + A6G+(−1)G−(−2)1.
Projekcija vektora G+(0)W 3 u Smithovoj algebri
Pomoc´u iduc´ih nekoliko tehnicˇkih lema dokazujemo formulu







koju koristimo za klasifikaciju ireducibilnih jakih modula zaWk, k = −9/4 (cf. Propozicija
6.1.4 u Poglavlju 6).
Lema B.3.2. Vrijede sljedec´e relacije:
(1) G+(0)L(−3)1 = 0,
(2) G+(0)J(−1)31 = −G+(−3)1 + 3J(−1)G+(−2)1− 3J(−1)2G+(−1)1
(3) G+(0)J(−2)J(−1)1 = G+(−3)1− J(−1)G+(−2)1− J(−2)G+(−1)1
(4) G+(0)J−31 = −G+(−3)1
(5) G+(0)L(−2)J(−1)1 = −L(−2)G+(−1)1,
(6) G+(0)G+(−1)G−(−1)1 = 21
4







B.3. Racˇuni za singularni vektor W 3 i projekcija u Smithovoj algebri
Lema B.3.3. Vektor G+(0)W 3 je dan formulom









Lema B.3.4. Za projekciju u Smithovu algebru vrijedi
(1) [G+(−3)1] = E
(2) [J(−1)G+(−2)1] = E −XE
(3) [J(−1)2G+(−1)1] = X2E + E − 2XE
(4) [J(−2)G+(−1)1] = −XE + E
(5) [L(−2)G+(−1)1] = EY + E.
Dokaz. (1) [G+(−3)1] = E
Buduc´i da vrijedi (G+(−2) + G+(−1))v ∈ O(V ) i (G+(−3) + G+(−2))v ∈ O(V ),
imamo
[G+(−3)1] = −[G+(−2)1] = [G+(−1)1] = E.
(2) [J(−1)G+(−2)1] = E −XE










=⇒ [J(−1)G+(−2)1] = −EX = E −XE.
(3) [J(−1)2G+(−1)1] = X2E + E − 2XE










= [G+(−3)1]− 2[J(−1)G+−21] + [J(−1)2G+(−1)1]
=⇒ [J(−1)2G+(−1)1] = X2E − E − 2EX = X2E + E − 2XE.
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(4) [J(−2)G+(−1)1] = −XE + E










= −[G+(−3)1] + [J(−2)G+(−1)1]
=⇒ [J(−2)G+(−1)1] = −XE + E.
(5) [L(−2)G+(−1)1] = EY + E.










= [L(−2)G+(−1)1] + [L(−1)G+(−1)1]
= [L(−2)G+(−1)1] + [G+(−2)1]
=⇒ [L(−2)G+(−1)1] = EY + E.
Lema B.3.5. Projekcija vektora G+(0)W 3 u Smithovoj algebri je dana sa












(E −XE) + 3
4










B.4 Racˇuni za singularni vektor W 4 i projekcija u
Smithovoj algebri
Lema B.4.1. S novim Virasoro vektorom ω, singularni vektor u Wk na nivou 4 za k =
−5/3 je dan sa




L(−4)1− 18J(−1)41 + 31J(−2)J(−1)21−
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− 12L(−3)J(−1)1 + 46L(−2)J(−1)21−G+(−2)G−(−2)1+
+G+(−1)G−(−3)1− 18J(−1)G+(−1)G−(−2)1.
Dokaz. Buduc´i da je















(8) L−2J−21 = L(−2)J(−2)1− 12J(−2)21
(9) L−3J−11 = L(−3)J(−1)1− J(−3)J(−1)1













W 4 = A1L(−2)21 + A2L(−4)1 + A3J(−1)41 + (A4 − 1
2
A10)J(−2)J(−1)21+




A8)J(−2)21 + (A7 + A1 − 3
2
A2)J(−4)1+
+ (A8 − A1)L(−2)J(−2)1 + A9L(−3)J(−1)1 + A10L(−2)J(−1)21+
+ A11G














+ 46L(−2)J(−1)21−G+(−2)G−(−2)1 +G+(−1)G−(−3)1− 18J(−1)G+(−1)G−(−2)1.
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Projekcija vektora (G+(0))2W 4 u Smithovoj algebri
Pomoc´u iduc´ih nekoliko tehnicˇkih lema dokazujemo formulu





koju koristimo za klasifikaciju ireducibilnih jakih modula zaWk, k = −5/3 (cf. Propozicija
6.2.5 u Poglavlju 6).
Lema B.4.2. Vrijede sljedec´e relacije:
(1) (G+(0))2L(−2)21 = 0,
(2) (G+(0))2L(−4)1 = 0,
(3) (G+(0))2J(−1)41 = 8G+(−1)G+(−3)1 + 6(G+(−2))21−
− 24J(−1)G+(−1)G+(−2)1− 12J(−1)2(G+(−1))21
(4) (G+(0))2J(−2)(J(−1))21 = −2(G+(−2))21− 4G+(−1)G+(−3)1 +
+ 4J(−1)G+(−1)G+(−2)1 + 2J(−2)(G+(−1))21
(5) (G+(0))2J(−3)J(−1)1 = 2G+(−1)G+(−3)1
(6) (G+(0))2(J(−2))21 = 2(G+(−2))21
(7) (G+(0))2J(−4)1 = 0
(8) (G+(0))2L(−2)J(−2)1 = 0
(9) (G+(0))2L(−3)J(−1)1 = 0
(10) (G+(0))2L(−2)(J(−1))21 = 2L(−2)(G+(−1))21



















Lema B.4.3. Vektor (G+(0))2W 4 je dan formulom





+ 44J(−2)(G+(−1))21 + 44L(−2)(G+(−1))21.
84
B.4. Racˇuni za singularni vektor W 4 i projekcija u Smithovoj algebri
Lema B.4.4. Za projekciju u Smithovu algebru vrijedi
(1) [G+(−1)G+(−3)1] = E2
(2) [(G+(−2))21] = E2
(3) [J(−1)G+(−1)G+(−2)1] = −E2X
(4) [J(−2)(G+(−1))21] = −E2X
(5) [L(−2)(G+(−1))21] = E2Y + 2E2.
Dokaz. (1) [G+(−1)G+(−3)1] = E2
Buduc´i da vrijedi (G+(−2) + G+(−1))v ∈ O(V ) i (G+(−3) + G+(−2))v ∈ O(V ),
imamo
[G+(−3)1] = −[G+(−2)1] = [G+(−1)1] = E.










=⇒ [G+(−1)G+(−3)1] = E2.
(2) [(G+(−2))21] = E2
Buduc´i da vrijedi (G+(−1) +G+(−2))G+(−2) ∈ O(V ), imamo
[(G+(−2))21] = −[G+(−1)G+(−2)1] = E2.
(3) [J(−1)G+(−1)G+(−2)1] = −E2X










=⇒ [J(−1)G+(−1)G+(−2)1] = −E2X.
(4) [J(−2)(G+(−1))21] = −E2X
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= [G+(−1)J(−2)G+(−1)1]
= −[G+(−3)G+(−1)1] + [J(−2)(G+(−1))21]
=⇒ [J(−2)(G+(−1))21] = XE2 + 2E2 = −E2X.
(5) [L(−2)(G+(−1))21] = E2Y + 2E2.










= [L(−2)(G+(−1))21] + [L(−1)(G+(−1))21]
= [L(−2)G+(−1)1] + 2[G+(−1)G+(−2)1]
=⇒ [L(−2)(G+(−1))21] = E2Y + 2E2.
Lema B.4.5. Projekcija vektora (G+(0))2W 4 u Smithovoj algebri je dana sa
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